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matematika- flzika szakos hallgaté

BOLYAI INTEZET

A magyar matematikusok jeleniés eredményeket értek el a cimben sidl. .
zett matematikai diszciplindban, Tekintetiel a térgy kereteire. eieve le kei-
lett mondanunk a teljességrél, Csak a foniosabb eredmények 6sszengl¢;lésé»-
ra szoritkozunk, az approximécié elméletéhez tartozé ill. a Fourier-integrd -
lokra vonatkqzé eredményekkel nem foglalkozunk, A kénnyebb 4itekinthets-
8ég végett az eredményeket tirgykorok szerint tagoltuk. -

1. FOURIER-SOROK
A. KOLMOGOROV, G. SELIVERSTOFF és A, PLESSNER ismer! té-
tele szerint az f(x}€L (0, 27[7 fiigg vény

Slx)~ S +Z (al, co.mx sin nx/
[a.- Iff/x/co.mx olx, bp = /(x/.rmrzxdx (h=04,2,...

Fourier -sora maJdnem min deniitt konvergél lxa a

n{.:’ (a}+bn/logn < oo

egyiitthat 6feltétel teljesiil. E tétel nagy jeleniGsége ellenére nem volt isme--

retes, hogy a kifeitett fiiggvény milyen strukturdlis tulajdonségai biztositjdk
ezen [eltéte!l teljesiilésés. ALEXITS GYORGYmekl sikeriilt a fenti Kolmego-
rov-Seliverstoff -Plessner-féle egyitthatofeltétellel egyenériékii strukturélis kon-
vergenciafeltételi adni, Részletesen, a fenti egyiitthatofeltéte! olyan pozitiv. mo--
noton novs A(x/ fﬁggvénylléiezéséve! egyenériéki, melyre
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és
b w, (df; 027 = 0(7?"%“7’7_&)
fennélinak. (AMaldnosan az f(x/FLP (a,b) fﬁggvénly P )--edik
integrélmodulusa [ p= 4) b .g.

w, (d 1 a,é/‘-"'/ha/éaﬁ {c[//(ﬁhl-f(x/lpalx} )
A tétel egyszerii alkalmazdsa mutatja, hogy a Fourier-sorok majd-
nem mindeniit konvergdl, ha az

. (df: 0,271 O(llog W/ T7E]  (e30)
feltétel teljesil. ALEXITS eredménye konnyen lokaliz4lhaté. Legyen
Fx)ELIO2T]  6s (e.d]<(027) Haf{x/é'Ll(C,ld/ és tovdbba
b) helyett | |

(o frcycl) = Otz

teljesiil, akkorf(X/ Fourier-sora (C,d/ ben maﬁnem mindeniitt kon-
~ vergél. A lokalis konvergénciafeltétel tehdt egyéltaldn nem koveteli
meg f(x) Lz -integrélhatéségét (c, d) -n kiviil, ezért akkor
is alkalma zhatd, ha a Z (a:'f‘b;) sor divergens,

RENYI ALIFHED dolgozaiébum2 a Fourier-sorck szummélhato
sdgéra vonatkozé klasszikus Fejér- f:besgue-féle tételt terjeszti ki
Csuchy--Fourier~sorokra.

Fourier-sorok er6s szummélhatésdgdhoz kapcsolédik TURAN
PAL egyik dolgozata3u Ismeretes, hogy az f(x/éL /@ZWfﬁggvény
Fourier-sordt r -edrendben eré6sen szummalhaténak, réviden H, -
szummélhaténak (r>0/ - nevezzik valamely X, pontban, ha
fennall . e | .

lim =2 éals, (f: %)= flx.)] =0
ahol s (f; Xo) a Fourier -sor ¥ -edik részlet6sszmge, fsmert
az is, hogy ha f{x) folytonos X, -ban, akkor Fourier-sora tet-
szoleges pozitiv r -re Hp szummélhaté, TURAN megmutatja ,
hogy ez nem mindig igaz. ha a fenti relaciéban a rogzitett P -et
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- pozitiv szémok wmonoton 00 --be nové r(n/ sorozatdval helyettesiijik.
GH. HARDY és J.E. LITTLEWQOD bizonyitotték, hogy ha
}(x)é'L.F/O,Z]pr)/(Z akkor f(x/ Fourier-sora a figgvény bérmely
" p-edrendii Lebesgue- pontjdban minden pozitiv ' rendben erésen szum:
mélhaté, (Az xf(a’,b/ az f(x/ELF(a,b) figgvények p -edrendii
Lebesgue -pontja (P>0/ ha
lim 4 [Pl fixet)-fixlfdt <0 )

Ez a tétel p=4 -re 4ltaléban nem érvényes. U. i. HARDY és LITT-
LEWOOD péléét adtak olyan integralhaté fiiggvényre. amelynek az xX=0
Lebesgue-pontja, de F ourier-sora ebben a pontban nem H4 —-szummé_
haté, s egyuttal felvetotték a kovetkezo kérdést tatszélegea Juegrél--
haté fuggvény Fourier--sora erdgsen szummélhato -e ma:dnem mmde _
niitt egy bizony os rendben J MARC/INKIEVICZ adott el6szor pozn!
tiv vélaszt erre a ”erdésre megmutaﬁa. hogy mlegrélhalé fuggvény
Fourier-nsora maJdnerﬁ mmdenutt Hz ;-szumméll'alo Késobb Aaxu;
ZYGMUND blzonyltoﬁa, hogy mtegrélhaw fuggvény Founer 80ra_min--
den r rendben (r‘ >0/ eréser szummélhato ma,;dnem mimdenutl
Mivel IHIARDY és LI'ITLE\\IOOD példé,)a szermt mtegrélhaté fugg
vény Founer sora a fuggvény valamely Lebesgue pontJéban nen{ szuk-
_segképpen H4 -szummélhato, és igy annél mLébb nem H; sz.ummél-
hato, ezért felvetﬁdlk az a kérdes. hogy megadhato -e olyan, arénylag
egyszeru anahﬁkus relécxd. amely a) mtegrtﬂnato fuggveny esetén
majdnem’ mmdenult teljesul és by tetszoleges X pontban valo fenmil
l4s4bdl Lovetkezxk a fuggvény Fourler sorénaL H; _-szummélha léséga
ebben”a pontban TANDORI KAROLY koz‘l |b'en relécnél egylk dolgo—
zatéban4. megmutatva, hogy integrélhato f(x/ fuggvényre maJdnem V
mmden X pontban ki >0/ _ban’ egyenleteSen !ehesul .

lim’ m f,, /f[x+u)~f/x//du ok !f(xw/-f{xlldv-o h>0)
es ennek egy X pontban valo fennalléséb ol kovetkezik ffX/ Founer—
sorénak H,;_ ‘«szu.nmélhaloséga ugyanebben a pon tban ; )

F ”UTIGI*éO!‘OL szu mmécié;énak ‘az elméletébe vég SZUI\EF ALVI
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IAGY BELA tobb dolgozata®57d:

-ben” éltalénositja IIILLE és TAMARKIN
‘Eiedményét, és olyan tételt ad, amely magdban foglalja NIKOLSKY egy e~
1678 tételét, legalébb is az elegendd feltételt illetden. Legyen
A= (n=0A.. ; Kk=OApon ; dno=d]

valés vagy komlex szamokbdl 4ll6 végtelen trianguléris métrix. A 274 sze~
rint periodikus, inlegrélhatévflxl figg vény Fourier-sordbdl képezzik a

Cnlxl= B (A fr x]=10a$ + ;vlnk (q cos kx+by sin kx|
kézepet, A /A matrixot F tipusunak'neve.zzﬁk. ha & Gnlx/ kozepek
f(x/ ~he z konverzalnak a fiiggvény minden Lebesgue-pontidban, és ha ez
a konvergencia egyenletés minden olyan intervallum belse jében, ahol a fiigg-
vény folytonos. A szummécié Fejér-féle klasszikus médszere esetén F
pusu Z\ matrix 1ép fel, nevezetesen AL =(4~ k/(m"”} az r -ed-
rendii (r>0) Cesaro-kozepekkel valé 6sszegezés esetén pedig ez a mal-
rix

N=( A;’.{k /AT ) aliol /4:/= (")
SZOKEFALVI-NAGY BELA bebizonyitia, hogy /A  matrix F  ti-

pusus ha fennallnak a kovetkezs relaciok. :

(AY [im ) o= A minden rigzilett k ~Fa,
ned n- 2
® 2 (2 25) | Ankl= O],

k- i=n-k

ahol Ak = Ank - Zln,kwf“'}:{n,k*z (.1n,n+4 0]
(B) helyette sithetd a (B") Z (n-k! Zogﬂ IA,,[(I- 0(4’
feltétellel,
Dolgozatébanﬁ SZOKEFALVI-NAGY Béla a konjug’é.ll sort vizsgélja

hasonlé szempontbol,

A, & ' :
Az T+ (an cos nx+ bn sin nx!
Trigonom;’trikus sor konjugélt sora

ZJ’(a,. sin nx-bscos nx/]
A valos vagy komplex szémokbdl allé6 1= (Ankl) trianguléris métrixot

F tlpusunaL neve'zzuk ha a konjugélt sor
Cn (f; x)= Zlnk (au sin kx- bucos kx)
kozepei az

97.



Flx)=- lim £ j, [f(x+t)- flx-t]4 colg 4¢ dt (&0

konjugalt fuggvenyhez konvergélnak minden olyan X ponihan, amely
ben ez létezik és amely a fiiggvénynek Lebesgue-pontja. SZUNIF A
VI-NAGY BELA bizonyitja, hogy a/l matrix ? tipusu, ha teljesil a
fenti (A) és tovébba (B) helyelt a ned
B “f (k) log;?:,NAnkHZ (n-k)(log Bz )| Ank| = O]
feliétel, ahol ~ v=[Fn] |
SZOKEFALVI-NAGY BEL:—\7 dolg ozatdban sziikségeos feitételelet

allapit meg arra vonalkozdan, liogy minden folytonos f(X/ fiigg vény-
re a_ 6,‘ (f; x/ kozepeL a konjugalt sor

Gt xl= Z (4- %ftneal) ( sin bx - by cos kx]
(C: 4/ —kozepelvel mindeniitt ekvikonvergensek legyenek.

Legyen

n

%+'f Qn COSNX , On =-%-f,1—/{x/co5 nx dx (n=04..]
nlletve

Z basin nx , bn ——,-r-f,f{x/;m nx dx (r=4s2. )

al0, ﬁ/ intervallumon értelmezett és integrdlhaté f/x/ fuggvéy
szinusz - ill. szmusz-»-soru. Ismeretes, hogy a Z bn/n SOF
mindig konvergens, de a Zan/a csak akkor, ha a

lim J{"5 [ Hlhlolt (£>0)
hatér érték létezik és véges. (FIARDY és LITTEWOOD) Eihez a prob -
Jémakorhoz kapesolédik SZUNEF AL VI-NAGY BELA8 dolgozata. Legyen
f(x/ ~a (0] -ben csokkens és alulrél korlatos, de nem szitkség -
képpen L -integralhaté fiigzvény, Csak X f(X/ integralhatés4 gat
tételezziik fel. Ekkor f(x/ formélisan Z b S(ANX szinusz-sorba fejt-
hets. SZUKEFALVI -NAGY BELA bizonyitja. hogy a
I jo<r<ql iy

sor akkor és csak aklor abszolut konvergens, ha X f(x/é‘ LT
Hasonlé eredmény érvényes az /(x/ koszin usz-soréra is, csak a
T=A esotsben flx/logx L -integralhatésaga adédik szikséges és
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elegends feltételkeént.
2. ORTOGONALIS 'POLINOMSOROK

Legyven n/’!' a véges (d b} intervallumon értelmezett, nemcséak .

kens korldtos figgvény, amely végtelen sok kiilonbdzé értéket vesz fel,
Jelélje {Pn (X)] azt a polinomrendszert, amely az '{Xn} hat-
vényrendszerbdl keletkezik, ha ezt az (a,b/ alapinter vallumon az
dC\’/-re vonatkozélag E. SCHMIDT eljérdasdval ortogonali zélju‘;fk. Azaz
pn(x/ N -edfoku, pozitiv cﬁiegyiitthaléja polinom, és |
b 0 fa‘ha ms=n
fa Pmixlpalx) decix] ={ ¢ :
1 ,"i?m m=n
He flx)€La (a,b/ akkor a
f Sx/pu(x)clec (x/ (he04,...]
egyiitthatékkal k epezelt

f(X/N Z Cnpn(x}

sorl az f()(/ fuggvény ,,,(X/} rendszer szerinti ortogon élis sor «

AR

fejtésének nevezzik, Ha er.(x/ abszolut folytonos, akkor a W&\')=oz’fx/

fiiggvényt, amely majdnem mindeniitt pozitiv és integrédlhato, sulyfiigg--
vénynek nevezzik, A wx/ - sulyfiiggvénylez tartozé {Pn {X/}
polinomrendszér ortogonalitdsi és norméltsdgi feltétele :

b O,ha m#n

f P (X p(x)w(xlalx =
o 4, ha m=n

a Cp egyuuhatékat pedng a

| nr f2 /(x/p,.(xlwlx/dx ~ (rn=01...]
integrélok adJéL. ahol f{X/ '3 LW (a,b/

SZOKEFALVI-NAGY BELANAK sikerilt a Fourier-sorokra vonat-
kozé I\OLMOGOROV—SELIVERSTOF F- PLESSNER -féle tételt ortogondlis
polmomrendszerek igen tdg osztdlydra blzonyltam El6z6leg mér
ALEXITS megmutatta, hogy egy Wb(/)ﬂsulyﬁiggvenyre vonatkozdlag

'ortonormélt {p.(x)] polmomrendszerre érvényes a KOLMOGOROV.
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SELIVERSTOFF.-PLESSNER- féle télel, ha a sulyfiiggvény is, meg a
polinomrendszer is korlétos :

a) O<wi(x/ €W lpn (<!l €K (a%x €b,n=04..]
ahol W és K &llandsk.
E feliételek teljesiilncl p3ldéul a Legendre-féle polinomok esetében
(ekkor w(x/=4). De nca teljesiinek példdul a Csebisev-féle poli- -
nomok eseiében (ekkor ‘W(X/=M-’x’/-fés ez nem korldtos), Ez a
tény kivénatossi tette ALFXITS tételének olyan eselekre valé Kkiter-
jesztését, amelyekben az a)-b) korldtosségi feltételek nem szerepel-
nek. SZOKEFALVI.NAGY BELA megmutatja, hogy ilyen kiterjesztés
lehetséges © az a) feltélel teljesen elejthets és a b) feltétel -is enyhit-
hets. U. i bizonyitjia a kov etkezst : ha az oc(X/  -re vonatkozé-
lag ortogonélis és normalt {Pn (X/} polinomrendszer a (c,o//E/a'/H
intervallum belsejébe esé minden zért intervallimon egyenletesen kor--
latos és oo ‘
2 ca logn <oo
akkor a chnpn(X/ ortogondlis polinomsor (C,d/‘nu—majdnem minde--
niitt konvergal, Hogy itt a loqn <konvergencia-szorzé» javithaté —e,
az még a Fourier-sorok esetén is nvilott kérdés, SZOKEFALVI -
NAGY BELA tétele alkalma:faté minden

W(x/=(//—§fﬁ°‘(4+x/ﬁ (oc >4, 8>-4)
sulyfiiggvényhe « tartozé {P,(f’/s'(x/} polinomrendszerre, azaz minden
Jacobi-féle normilt ortogonélis polinomrendszerre,

Ortogondlis polinomre ndszer szerinti kilejtés konvergencié jéra
vonatkoz6 strukturdlis feltétel me géllapitasét tizte célul ALEXITS
GYORGY egyik dolgozatabanlo. Legyen wix/) a (~4,4]
intervalluinon értelmezett, a

0< wix/<W(4- x9% (~4=x <1)]
feltételne k eleget tevs sulyfiggvélly és {p,,(x}} a W(X/ -re vo-
natkozélag ortonormdlt polinorarendszer. A kovetke z3 télel ugyancsak
ALEXITS é&ltal Fourier-sorokra /l/-ben bizonyitott eredmény kiter~ -
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Jesztése, Az f/x/é’pr fiiggvény f(xlm’z(npn(.\'/ortogonws kifejtése
egy teliesen a (-4(4/ belsejében [ekvé (((d/ részintervgllumban
mejdnem mindeniitt konvergal, ha a p“{)(/ ortogonélm‘ plinomok
(c,d/-n osszesgségiikben korltosak és talsliaté qlvan monoton
nové Alx/ figgvény, amelyre A

a) £~}%7 < o0
. és az f(x/ folytonossdgi modulusa teljesiti a

b) w(d‘;ﬁ-c,dkd’(ﬁ?'{w) feltételt.
(Az ,/(X/ fiiggvény folytonos sdgi modulusa : _
w(d f:c. d/x= A [f(x+hl-FxIl| |, £ )

Egy mésik dolgozatiban "ALEXITS GYORGY a wAx/ suly-
fiiggvényre vonatkoz élag ortonormalt [ pn(x/} polinomrendszer sze-
rinti f{x/NZCn Pn (x/ ~ ortogonélis kifejtés konvergen cia prob-
lémé4jét viskzavezeli az ﬂCOS 9/, O=arccosMiggvény Fourier -so -

rénak vizsgalatéra.

A Fourier-sorok elméletébdl ismert Dirichlet-Jordan- és Hardy -
Litlewood-féle konvergenciakritériumokat terjeszti ki ortogonélis poli--
nomfejlések elég tig oszl_élyén FREUD GEZA egyik dolgozatalzu
Jelentsenek Ky Ki,... pozitiv abszolut konstansokat. Teljesilse a
w(x/ pozitiv sulyliggvény a '

| Wixl € ky(4-x") % (-42x 4]
feltételt, és. a megfeleld [p,. (X/ } ortonormélt polinomrendszerre
[ pa(x/l < Ky (4-x%) (-A€x€4,n=04,...]

(A {pﬁ“’/’ /(x/] Jacobi polinomok kielégitik ezeket a feltétele-

ket.) Ekkor tetszileges korlétos véltozdsu _//X/ fﬁggvényf/x/'v&,.ﬂ,(X/

ortogonélis kifejtése az f{x/ minden X = f folytonoséégi pont--

jdban f(f/ ~hez tart. Tovébb4, a konvergencia minden olyan

intervallum belsejében egyenletes., ahol F#{x/ folytonos. ( A Diricl-

let-Jordan-féle kritérium 4ltaldnositdsa) A Hardy-Littewood-féle kri-

térium &ltaldnositdsa Ta kovetk ezképpen fogalmazhaté : a W{X/ suly-- -

fiiggvényre és a {Pg(XI ] ortonormaélt rendszerre vonatkozé fenti
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feltevések mellett f{x} ortogondlis kilejtése valamely X= } pontban
f(f/ -hez tart, ha egy alkalmas pozitiv ¥ ~-val

Cnh = 0'(?’(-")
és i . | y
A _
‘1 f(f+hl'f(f/' %{W/
Ortoﬁuéhs polinomsorok ahqtolut konvergen cidjénak elméletébe
itz FREWD GEZA masodik dolgodata’, amelyben S.N. BERNGTEIN.

S. B. STECKIN és ALEXITS eredményeit 4ltaldnositja. Megmutatia,
hogy-az ott szerepls tételekbei a {p”(X/} ortonormdlt polinom -

rendszer egyenletes korldtossdga helyetiesithets a
n
2
(D 2 (x)]’= o(nl
: Y=0 [Pv J

gyengébb [eltétellel. Bizonyitja tovabb4, hogy ez teljesiil, ha a wix/
" sulyfiiggvény az X pont kémyezgtében pozitiv korlat folott marad.
Folytonos f{X/ fiigg vény ortogondlis kelejtésének abszolut konver -

gencidjdra az

"(d'f/= max, If(cosw‘/ -flcos)|

«tngonometnl\us folytonosségn modulus» felhasznaléséval ad kénnyen
é!tekmlheto feltételt, Ha az f/x/ fiiggvényre.

== x4 )

S wslmf) o

n=4 vn
akkor az ﬂx/mza.p,.(x/ kifejtés abs zolut konvergadl minden olyan

ponthan, ahol (1) teljesil. Ez STECKIN Fourier-sorokra vonatkozé
tételének 4ltaldnositdsa. A

FREUD GEZA ortogonélis pdl’inomrendszer‘szerinti kifejtésb 6l
tagonkénti differencidlassal nyert sprt vizsgtilja14 dolgozatdban. Le-
gyen f(x/ a véges { d,é) intervallumon k  -szor
folytonosan differenciédlhaté figgvény, és legyen {p..(x/} a
w(x/ sulyfiiggvényre vonatkoz 6lag ortonormalt polin omrend -
szer (6] n. Az £ (x| w5 Cn Pn (x/ ortogonélis kifejtés -

" bél formalis, tagonkénti differenqifilsssal k eletkezett
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(kl

Z CnpPn (x)
sor (a W(X/ speciélis valasztdsatol eltekintve) nem ortogondlis sor,
Igy az ortogonélis sorok vizsgélaténél szokédsos médszer'ekel nem le -
het minden tovébbi nélkiil erre a sorra alkalma znj, FREUDNAK mégis
sikeriilt bizonyitani a kévetkezgl : ha a (c,a// -c-(a’,b/
részintervallumban a»ng/X/ sulyfiggvén y pozitiv korldt felett marad,
akkor a "
$ w(F 7
n=A Y/E‘
sor konvergencidja, ahol w(OI/‘f(“/ f(k/(X) folytonossagi modulusa
(c.d) -ben, biztositja a K -szor tagonként differenciélt sor e-
gyvenletes és abszolut konvergencidjat (C,O// " minden belsé részinter-
vallumsban, és a formalis K  -szoros differencidlassal nyert sor
osszege (C,d/ -ben az f&,{x/ .

TANDORI I\AROL a Fourier-sorck erés szummacidéjdra vonat -
kozé Hardy-Littlewood~ felefﬁ‘etelt &tviszi ortogonélis pounomsorol\ra15
dolgozatéhan, Ha 2 {p,,ﬁ\’ﬂ polinomrendszer egy {C,Ol/‘(dlé/résznm
tervallumon egyenleteser;;)li:orlélos esf(xjéL /o/,b/ ak Lor f(x/
kifejtése {C,O// -n . majdnem mindeniitt Hz -szummaélhaté, a a
{Pn(X/] rendsze&{ 'gic,a’/'n egyenletesen korldtos és a W/(x/
sulyfiiggvény ebben ez intervallumban felilrél korlatos, akkor tetszgle-
ges, a (c,o/-n/ ‘%')tonos fiiggvény Lifejtése egyenletesen H;_-
szummaélhaté minden [c+o/' a’-a’/ részintervallumon (/>0/

SZOKEFALVIEE NAGY BELATOL szarmazik a kévetkezd megjegy

: ha a wix/ fuiyfuggveny pozitiv mértékii Mc((,d/halmazon
véalik zérovd, akkor _g {pn (X/] rendszer nem lehet egyenletesen
korldtos (c,a’}-n.

TANDORI tételét dltalanositia GREUD GEZAI, megmutstia, hogy az

el6zG tételben a {Pn (X/] rendszer egyenletes korldlossédga helyet-

i

tesitheté a /13/-ban emlitett &.engébb (1) kévetelménnyel,
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, uncck jelentésége tobbek kozott abban van, hogy (1) mér teljesiil, ha
a JV(X} sulyfiggvény az X pont kérnyezetében majdnem mia -
de. ¢ pezitiv korlat felett marad,(l) fennéllasédt vizsgdlja FREUD GEZA]?
dolgozatédban is,

Ugyancsak ortogondlis polinomsorok eré6s szummélhatésdgéra vo -
natkozik TANDORI KAROLY egy mééik dolgozatals. ame lyben Hardy
Litlewood~Paley tételét viszi &! ortogonélis polinom-sorokra. Bebizonyit -
jas hogy ha f(x/) € Lec(ci.cl, flxl eli(c,d) (1<p) flx)el (ot
és az oclx/ eloazlhsiiiggvényre vonatkozoéan ortonormaélt p,.(x/ polino
mok {C,d} -n egyenletesen korlélosak. akkor f(x/ kifejtése (C,O// .
n o ~majdnem mindcnitt Hp  -szuméllhate (r >0/

Ez a tétel szorél-széra &rvényes akhor is. ko a Hp ~-szumin4 thaté s4
got az &ltaldnogabb 7

lim —r ): Ayt xl-flxlf'=0 (>0, s50)

: n—ow
reléciéval llelyettesmuk ahol Sy (ﬁX/ az f/x/ kifcjtésének » -

edik reszletosszege
'3, ALTALANOS ORTOGONALIS SOROK
Legyen b’n (X/} ortogondlis és normélt rendszer a véges(d,é}

intervallumon, azaz

n O, ha m #n
L m(x/spn (x/dx =
1, ha m=n

D. MENSOV és K. RADEMACHER bizonyitoltdk a kévelkezd alapvels *{e

telt : ha val® szdmok tetszdleges {dn } egyiitthatésorozata teljesiti
az u.n. M&rsov—Rademacher--félé feltéte It
oo
2
€2 2 ar log™n < oo,
n=2
akkor a

5 anpnlx)

Q, X,

n=0 H‘Pn .
‘orotogonalis sor az alapintervallumban majdnem mindeniitt konvergél
104,



minden {)ﬂn {x/}o;-tonormé,lt rendszer esetén, MENSOV megmutatta
azt is, hogy a (2) feltétel 4ltaldban nem gyengithets, abban az ér -
telemben. o gy a’ {[ogh_} faktorsorozat nem helyettesithets cgy.
lassabban 0O  -be névé {W(n} } szdmsorozattal, Ervényes u.i.
a Menspv—fétel i ha a {W/n)} pozitiv szdmsorozatra
Win)= o(logn)
akkor megadhaté olyan {@n(x/] ortonormélt rendszer és olyan
{an} egyﬁtthatésorozat. melyre
Sa W ‘In)< 0o
de a Zan %(X/ ortogondlis sor az alapintervallumban mindenitt di-
vergédl. A bizonyitds finomitdsaval Men sov késé6bb megmutatta, hogy a
{%(X/} rendszer az alapintervallumban egyenletesen korlatos -
nak is vélaszthato.
Mensov tételének jelentss élesitését bizonyitja TANDORI KA-
ROLY doktori diss zertéciéjébanl9 ha az {dn} pozitiv, monoton
" nem -n6vé szdmsorozatra :
S dnlog'n=co
akkor megadhaté (az {dn} sorozattol fiiggs) {¢ (J(/fortonor—
mélt rendszer, mdyre a Zan %(X/sor az alapintervallumban min-
denitt divergdl. Az it szerepld {Q’n(x/} rendszer az alapinterval-
lumban egyenletesen korlétosnak is valaszthaté. TANDORI megmutat-
ja, hogy ez a tétel a Meﬁsov-tételt is magébafoglalja, TANDORI téte-
16bsl adédik, hogy pozitiv, monoton nem-névé {dn} egyiitthat 6soro-
zatra a (2) Mensov-Rademacher-féle feltétel nemcs ak elegends, de
szitkséges is ahloz, hogy a Zdn}ﬂn ()(/ ortogondlis sor minden
[}’n (X/j ortonormélt rendszerre az alapintervallumban majd-
nem mindeniitt konvergéljon.
KACZMARZ-t4l szdrmazik a Mensov-Rademacher -féle tétel ko-
vetkezé 4ltaldnositdsa . ha a [Q(n)} pozitiv, monoton @O  -be
nové faktorsorozatra és a bﬂn(X/} ortonormalt rendszer
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. X s

Lnix! = / 1z . Bltl g ixllat (n=042,...]

Lebesgue- fiiggvényeire

Lnlxl= OlAd(nl) ([a%£Xx£b,; n=0,42,..1
akkor a Za/ny’n(x/ ortogonalis sor majdnem mindeniitt konver -
g4l minden olyan {a,.j egyiitthatésorozatra, melyre

S ah Alnl< 0o

By mésik dolgozatéban”’ TANDORI KAROLY bizonyita. nouy a 6l-
talénos esetben ez az eredmény sem javithatsé.

KACZMARZ az eléhbi, ortogonédlis sorok konvergencidjén ak ei --
méletében nagy szerepet jitszo tétey a fenti formédban mondta ki, de
hidnyosan bizonyitotta be. Az els hciyes bizonyitdst erre a téielre
ALEXITS GYCRGY 2l adta, A cesaro-kozepekre vonatkozé, analeg -
Kz'icz’rﬁa.rz;lételt. melynek bizonyitdsaban, K ACZMARZ-n4l hascnlé hi-
dnyossag taldlhato, TANDOR[ K AROLY.-nak sikeriilt elészér helyesen
bizon yit aniaz2 ' : '

Legyen {fn (X)} a végos (@,6/ intervallumon orton ormalt
rendszer és f(X/EL(a,HaLLor a

Z Cn P (X]

sort, ahol

| Cn=J2 foxlynlxldx  (n=042,...)
az f(X} fiiggvénynek a [}pn(X/} rendszer szerinti kife jtésének
nevezziik,

| Az ortogondlis sorok elméletében naay szerepet jétszanak az
olyan tételek,. amelyeLben
» - Xcilll<oo
un, egyiitthatofeliételbdl, ahc: Alx] bizonyos feliételeknek ala-
vetett fiiggvény, kﬁvetkcz_ik a }_'.' Cn fn [X/ ; sor _lgonvergen cidja
ill. szummaélhatéssga egy E _ halmazon, Illyen ti:pus,u Mensov-Rade -
" macher tétéle. ahol )._(n/ =logz&/n/ . Ha a'{Cn } egyiilthatés orozat
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helyett az f/x/ff{d,é/fﬁggvény adott, akkor fonlos feladat a (3) egyiitt-
hatéfeltételn ek a fiiggvényre von atkozé, me glelels strukturafeltétellel va-
16 helyettesitése. Ezzel a kérdéssel foglalkozik ALEXITS GYORGY és
KRALIK DEZSG dolgozala®. Vizsgalatunkat az

A5, expotril= [y 3 1% Ot (1)

feltételt kielégits [Vn(X/} ortonormél t rendszerekre korldtozzak.
Tovdbbs (legaldbb is elég nagy X -ekre) -pozitiv, monoton ndvé,
alulrél konkéav )-[X/ fiigg vényekre szoritkozn ak. [la f(x} re

teljesiil az-

e (€ 1b)= O st

strukturafeltétel egy pozitiv, monoton novd ¢(X} -szel, melyre

57t dx <0

akkor a (3) egyiitthatéleltétel teljesiil,

Altaléqos ortogondlis sorok feltétel nélkiili konvergencidjra vo-

natkozik ME;I'!'SOV és Orlicz egy tétele, amely szerint, ha

~— . ;2-€

2 linl <o
egy rogzitett &€>C -ra, akkor a ZCnfn(X/Grtogonélis sor a
fn (X/ ek tetszéleges sorrendje esetén majdnem mindeniitt

kon vergal, ALEXITS GYORGY vetetie fel>" dolgozatdban a ki vetke-
z6 kérdést . milyen feltételek mellett helyettesitheté a rogzitett pozitivé
monoton 0-hoz tart 6 [&n} sorozaltal, Eredménye a ko vetkezé :
legyen {ICm"l} a nem-elting egyiitthatok monoton csokkené

sorozatba rende zése, la

) .
ocp =(htE] logrogn (valamely € >0-ra; n=2,3...)
logn
akkor

ZlcmNIZ‘“n < oo
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_ ~bél koévetkezik a zcnfn{X)ortogondlis 801 majdnem mindeniitt
valé konvergencidja a yn(x/ ek teiszéleges sorrend je el
lett, ALEXITS azt is megmutatta. hogy a ‘H-E faktor éltaldban
nem élesithetd,

Ismeretes, liogy egy sor {(, "), -szummélhatésagabs 1(r >0)
kovetkezik Abel-s zummaélhatésdga. Megforditva. ha egy négyzetesen
integralhaté fiiggvény ortogon&'ffm kifejiése az alapinter vallumban majd-
nem mindeniift Abel-szummalhaté, akkor minden r>0 - (CA"/ -
szummaéalhaté majdnem mindeniitt, Igy a feltevésekben ill. 4llitdsokban
a (C/“ -szummalhatésdg helyettesithets ((,I") -szummél hat -
sédggal (l">0} vagy Abel-szummélhatésdggal.

MENSGV egyik tétele szerint minden {yn(X/} rendszerre a

ortogon dlis sor ma jdnci» mindeniitt (G ’” -szummadlhaté, ha
2
@  Xcnlloglogn)” <oco

és az é&ltaldnos esetben ez a feliétel nem gy engithets. TANDORI KA-
ROLY élesiti Mensov tételét25 dolgozatéb an, Ha a {Cn } pozi-
tiv egyiitthat 6sorozaltra 2

nca 2(n+4/Cniq (n=4,2,...1
akkor a (4) Mensov-feltétel nemcsak elegends, de sziikséges is allioz,
hogy minden {fn[X/} ortonormélt rendszerre a ZCn)on (Xj sor
majdnem mind eniitt {C,/I/ -szummélhaté legyen,

ALEXITS GYORGY egyik dolgozatébanz6 megmutatja, hogy a (4)
szummélhatéségi feltétel specislis esetekben élesebb [feltétellel helyettesit-
hetd, nevezetesen, ha a {Cn} e gy utth atés orozt vélasztisét egy meg-
felels monoton majoréns sorozatlal korlstozzuk. Bizonyitja a kovetke zt :

ha [q(nl} pozitiv szamok monoton csékkeno sorozata, melyre

(5) °z° %_" <
o0
n=4yn

és Cup= 0{4,,/ akkor a ch)ﬂn (X/ ortogonélis sor majdnem min-
deniitt (C, 4] szummalhaté,
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'f’.—\NDORI ugyancsak /25/--ben bizonyitja ALEXITS azon sejlését, hogy

az (5) feltétel nem javithaté. [la WAR! pozitiv szamsorozat, melyre

vn = 0’(“}(’3”1
akkor megadhato as (a,bj zizpintervallumban olyan{@n(xg)rtonorw
- 2 2
malt rendszer és olyan {anfél (azaz Z dn<00) egy itl--

h atésorozat, melyre

Z inT <%
de a Zan @n(X/ ortogondlis sor egy O.~.mértéki'; llalmaz_ponbtjainak
kivételével seliolsein (C/ 1) »-szun‘lmélhalé.

v Ortogondlis sorok konvergencidjira és (C/l/ ~szummaélhat 6sdgéra
vonatkozéan 4llapit meg sziitkséges feltételeket TANDORI KAROLYZK
ben. Legyen {dn}E 11 adott pozitiv szdmsorozat, Ren d eljiik
minden {ni] (0= n<n,;<... / indexsoror athoz fafv

AclfnijFan a4 +am,,  (k=42...]

sorozatot, Jelslje | vaz olyan [ﬂ[} indexs orozatok osztalyat,
melyre az [Ak ({‘/M}/] sorozat monoton nem-ndvé, TANDORI bi-
zonyitja a kovetkezot : ha a véges (Q’,b/ intervaliumon ortonormalt

&n (X/j rendszerek mindegyikéra a an%(X/ortogon 4lis sor
majdnem mindeniitt konvergens. akkor

2 Ax({ni}] log*k < o0

minden . [m‘}él indexsorozatra, Ha az [dn} egyiitthatésorozat
monoton nem-ndvé. akkor {m=i}6/ és megkapjuk a Mensov- Rade-
macha: ie.el TANDORI /197 dolgozatdban adott élesitését. Jeldlje T
az olya=« {nz} indexsorozatok osziilyat. melyre {}‘Ik({fZ"‘})}
monoton nem-novs, Ha a Xaf,,yn(x/ ortogondlis sor minden
{Wn [X/} ortonormdlt rendszerre madiem mindeniitt (C, 4} -szum-
malhaté, akkor :
S A({2"}]logh < oo
minden {ﬂ;’}gi indexsorozatra. Ila specidlisan az {dn]sorozatra
' i09.



na,i é(m///a:M (n=4,2,.../ akkor[niai}fr és a Kaczmarz -

Mensov téfelnek TANDORI altal /25/-ben adott élesitését kapjuk,
A C:éﬂ‘saro-kézepek. becslésével foglalkozott ALEXITS GYGRGY

dolgozatéban. Eredményét TANDORI KAROLY /19/-ben élesitette, me g -

mut atva, hogy négyzetesen integrélhaté figg vényre majdnem mindeniitt :

;‘(ﬂ(x/:aflaglogn/ (r>0)

28

[smeretesek a kovethezé fogalmak : a chﬂwsor alapinterval--

lumban majdnem mindeniitt erésen ((N"} ~szummalhatd, ha van o-
lyan S'(X/ figgvény, melyre
lim 4 ﬁ [&. "txl- stxl]’=0 (r>0)
n—soo nt4 -k

A ch ¥n (X/ nagyon erésen (C;F'/ szummdlhaté, ha minden
{Vn} névé indexsorozatra.

lim ﬁ":{é [6;‘;:-4-1- » (xljz=_0 (r >0l

n—oo . .
majdnem mindeniitt, ZYGMUND bizonyitotta, hogy ha a zfn)o,‘/x/ortogo---

nédlis sor majdnem mindeniitt Abel-szummaélhaté; akkorZCyz;<°0 mér
biztositja minden Pr> % -re a sor erss (C,r) -szumméilaté--
sdgat majdnem mindeniitt. ZALCWASSER vetette fel a kérdést, liogy itt
az erés szummadlhatésdg - legaldbb is Fourier-sorok esetén~ nem he-
lyettesithet~e a nagyon erés szummdlhatésdggal. De ezt csak r=4 -
re és konvex {Vn} sorozatra tudta bizonyitani. ALEXITS GYORGYZQ
dolgozatdban a kérdésre Cn nagysdgrend jének bizonyos megs zorité -
sdval igenléen vélaszol, ALEXITS szerint, ha a [J.n] a) pozitiv,
n6vé szémsorozat, b) Zn“‘l};‘<oo ¢ {n 1{;24} sorozat monoton
no6vs, akkor a chfn (X/ sor majdnem mindeniitt A?S,el-—s zummélha--
tésdga a ’

C,f =0 A
feltétellel egyiitt biztositia minden r>}_4' ~re a nagyon erés (C. r‘) -
szummalhatésdgot majdnem mindeniitt,
| TANDORI KAROLY 30—-ban r=A esetben Alexits fenti tételét
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Gebizonyitotla a ¢) feltétel nélkil is. Felvetheté az a kérdés, hogy
nigyzetesen integrélhaté kifejtések esetén a majdnem mindeniitt vaé
(C,/” -szummd lhat6ségbél kovetkezik-e a majdnem minde. -
niitt valé nagyon erés (C, /’I’ -szummélhat 6s4g is, TANDORI u -
gyancsak /30/-ban megad olyan {@n (x/}  ortonormalt rendszert
és [C,.}E lz egyiitthatdscrozatot, hogyZCnfn(X/—szummélhaté
xh&iginem mindenitt egy négyzeicsen iniegralhaté f(X/ figgvény--
hez, anélkiil, hogy nagyon erdsen (c, 4,, ~szummélhaté lenne,
A nagyon erdés szummélhaldsdgra vonatkozik még TANDORI

KAROLY egy eredménye, Megmutatjam-bem hogy az ortogonalis sor

ma dnem mindeniitt val6 nagyon erés (C/ /{/ -szummalhatésdgat a
pA 2
X ci (loglogn!

sor konvergencidja mar biztositja.

Az ortogondlis sorok konvergencidjanak elméletében nagy sze
repet jitsz6 Lebesgue-fiiggvények becslésével foglalkozik TARNORI
KAROLY32 és a méar emlitett /19/ dolgozatdban, Ismeretes. hogy ha
{ln.} pozitiv, nem -csokkerd szamsorozat, melyre z AL <oo
akkor az Ln(X/ Lebesgue-figgvényre az alapintervallumban
majdnem mindeniitt A :

L.n (X/ =o(Anl
Ha a yn (X/} rendszer az alapintervallumban egyenletlesen
korlatos, akkor mindeniitt

Ln (X/ =0 (ﬁ/
TANDORI /19/ és /32/-ben megmutatja, hogy az elébbi becslés 4l-
taldban nem finomithaté, (Azt, hogy a mésodik becslés nem finomit-
haté, I RADEMACHER mutatta meg.) TANDORI ezekben a dolgoza-
tokban részletesen foglalkozott a /(m/ - 6sszegezéshe‘z tarto-
26 Lebesgue-fiiggvények nagysédgrend jének kérdésevel is, '

ALEXITS GYORGY egyik dolgozatéban33 SALEMNEK a Fourier-

sor faktorsorozatokkal valé transzformécidjara vonatkozé egyes téte-

.



leit terjeszti ki olyan b’n{ x/ ] - ortonormélt rendszerekre, a

melyekre a

Kulx) = J2 | £ (4= 5 1 () ou ol
fiiggvények kozos ( X -6l és N —-tél fiiggetlen) korldt alatt

maradnak, (A Z(n P [X/ sor A= {in} --transzforméltjén a
ZAn‘Cnfn (x] sort éryjitk,) Megmutatja, liogy ha chfn{xj
egy Lp(p>'4) osztalybali figgvény sorfejiése, akkor megadha.é o-
lyan ©© -be tartd, konkdv {An} fal\torsorozata melyrezAn egy ugyan--
csak az osztdlyhoz tartezd fiiggvény klfegtese.(,kSALEM ezt csakp"f -Te
ésF ourier~sorokra bizonyitotta), Hasonl@n lerjeszt} ki SALEMNEK a
fdlyton os liggvényekre vonatkoz6 analég tételét,

Lakun4ris sorok elméletébe vag ALEXITS GYORGY ts6bb doigo-
34’35*36'. A ZCn)"n[X/sor lakunéris, ha a nem eltiné Cm,, §
egyiitthaték My indexei ugy kévetkeznek egymasray: hogy “" -\qa»{
KOLMOGOROV egyik tétele szerint, ha az(nﬂwlakuné ris sor majdnem
mindeniitt (C/ 4’ —-szummd lhat6 és ZC» <00  akkor majdnem _
mindeniitt konvergens is. Alexits /34/-ben &ltalénositja ezt a tételt, be- |

zata

vezetve a kovetkezs fogalmak & legyen [An} pozitiv nem-- -csékkend
szémsorozat a 2 Cn Yon (X/ An-lakinéris. ha a nemeltiing Cm,
egyuttha[ok_ 2 és 2” k6zé es6 My indexeinek szédma 0(-)-2"‘}
KOLMOGORQV tételének 4ltaldnosildsa ezutdn igy fogalmazhaté : ha
a chfn (X/\A.‘lakunéris sor majdnem mindeniitt ((//{/ -szummé}-
haté és ZC:., ln‘oo akkor majdnem mindeniitt konvergal,

/34/-ben kézélt tételét altaldnositia ALEIXKITS GYORGY /35/-
dolgozatéoan. Az ott szerepls Zc,. An< oo helyett elegendé a
sor konvergencid jt megké vetelnink, ALEXITS megmitatia. hogy ez
a tétel az éltalénos esetben mér nem javith até, Ha & { winl ]
pozitiv nem-csékkené sorozatra

(loglogal*< win)= of(lognl?/

akkor megadhaté egy 2 Cn49n [X/ ortogonélis sor a kévetkezé tula j-
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donségokkal . 1° J.n -lakunéris, 2° majdnem mindeniitt (C/’{/ -gzum-
mélhaté, SOZ(:W/A;J<OO 4° mindeniit! diveryal.

A /347 ben értelmezet, Ai -lakunaritési
bozé Aln/=lakunaritési fogalmat veze! be Alexits Gydrgy /36/-ban,
Legyen Alx] pozitiv, nem-csdkkend, feliilr 61 konkdv fuggvény, melyre

Alxl £(x] A anf;,()(/sor Alnl  -lakunsris, ha a nem el-

tiin 6 Cmy tagok N és 2n kozé esé My indexeinek széma nem ha-

ladja meg /Vn/ -el, Bizonyitja a kovetkezg tételt : ha a -
chfn (x/ Alnlakunsris sor egyifthat ira ZC: L 00 s
Cn= U(Qn/ ahol {Qn.} pozitiv szdmok olyan

nem -ndvé sorozata, melyre
. Aln n <
o0
2 @n

gkikor Zc.,yn/x/ ma jdnem mind eniitt (C/ 4/ —-szummélhaté,
Egyes a Fourier~ és a Rademacher-féle fendszer esetén ismert

eredményeket 4ltaldnos multiplikativ ortogonélis rendszerekre éllgalﬁnow»

sitotta ALEXITS GYORGY /37/ dolgozatéban,
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