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1. Bevezetés

Egy vasbeton gerendaban ébredd hatésok kozil talan az egyik legveszélyesebb a nyiroerd, amely a szerkezet
alulméretezetisége esetén minden eldjel nélkilli hirtelen 6sszeomlast eredményezhet. Ezért altalaban kilon
nyirési vasalast szokas alkalmazni ezen erGk felvételére.

A koltségek minimalizalasa egy korlatozasi feltételekkel terhelt optimalizalasi feladathoz vezet. A feladat
megoldasanak egyik modja a korlatozasi feltételeket szolgaltaté matematikai modell vizsgalata és pontositasa,
a masik a meglévd modell jobb megoldasa. Ebben a dolgozatban az utdbbira adunk példakat.

2. A matematikai modell

A fizikai dsszefliggéseket itt nem vizsgaljuk, az olvaso az erre vonatkozo részleteket megtalalja a megfeleld
szabvanyban (lasd 0). A tovabbiakban feltessziik, hogy a nyiréeréfiiggvény, illetve a felhasznalt acélmennyi-
ség és a nyirderdvel szembeni ellenallds kozotti explicit dsszefiiggés adottak. A megoldandd probléma egy
olyan vasalds megadésa, amely minimélis kéltség meliett ellendll az ébredd nyirGerdnek. Bér a fizikai modell
pontosan megadja a sziikséges acélmennyiséget a gerenda hosszanak minden pontjaban, ezek az eredmé-
nyek kdzvetleniil nem alkalmazhatok. Ennek oka, hogy a vasalas kiilonallé darabokbdl &ll -~ kengyelek, ill. fel-
hajlitott, betétek —, igy az acél slirisége nem mddosithato tetszGlegesen a gerenda hossza mentén. Egy mi-
nimalis hossz azonban rdgzithetd, amelyen a vasalas nem valtozhat. igy a vasalas megtervezhetd a gerenda
egy olyan beosztasanak hasznalata mellett, amelynek egyetlen szakasza sem révidebb egy elére megadott
értéknél. Minden ilyen szakasz fol6tt a nyirerdt &llandonak tekintik.

A kovetkez6 kérdések meriilnek fel ezze! kapcsolatban: Hogyan osszuk fel a teljes hosszat? Hogyan hata-
rozzuk meg a szakaszok folott a nyirderdt talbecsl allandokat?

A kdvetkezokben néhany fogalmat rogzitiink.

1. definicié. Legyen £ ¢:D — R (D c R) két valds fiiggvény. A g fiiggvényt az f egy tllbecsl6 fiiggve-
nyének nevezziik D f6Iott, ha minden xe D érigkre f(x) < g(x) teljestl.

Esetiinkben a nyir6eréfiiggvény azf, mig g a nyirasi vasalasunk altal felvett erd. A felvett erd és a tényle-
ges nyiréerd kozotti kiildnbség a talbecslés. Tetszdleges fiiggvények esetében a tilbecslés fogaima a kévet-
kezdképpen adhaté meg.

2. definici6. Legyen f és g az 1. definicio szerinti két valds fiiggvény. A g tulbecslését f-re vonatkozéan D -
ot ¢ (D) -vel jeldljiik, és az alabbi hatérozoft integrallal definialjuk:

g,(D)=[(g(x) - 1(x)) - (1)

Esetiinkben f a nyiréerdfiiggvény, g pedig egy tilbecsld lépcsds fliggvény, amely a gerenda hossza men-
tén a nyirasi vasalas altal felvett erét reprezentlja.

A g fiiggvény lépcsGi szélességének alsé koriatia egy rogzitett we R érték. A célunk egy megfeleld tul-
becsld g fuggvény megadasa, amely minimalis talbecstést eredményez. Ennek a problémanak a matematikai
megfogalmazasa a kévetkezd modellel lehetséges.
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Az xi,..., Xn-1 @ gerenda hosszanak felosztasi pontjai, mig xo és x. a gerenda két végpontja. A tulbecsld
lépcsds fiiggvény 1épcsinek magassagat a sup{j(x)| x G[x;_n x‘_]}, i=1,...,n Osszefiiggések definidljak,

ahol a felosztas, s6t, még a felosztasi szakaszok szama, n is ismeretien. A ¢ = 0 esetben a modell csupan az
anyagarat veszi figyelembe. Amennyiben ¢ > 0, akkor a nyirasi vasalas fajtajanak maddositasabdl szarmazo
koltséget is beszamitjuk. A w jeldli a lépcsdk minimalis szélességét.

Altalaban ez a probléma igen nehezen megoldhat6, mivel mér egyetlen lépcs6fok magassaganak kiszami-
tasa is NP-nehéz. Ebben a dolgozatban nem kiséreljiik meg a pontos minimum kiszamitasat, csupan jo heu-
risztikus algoritmusokat probalunk adni, amelyek garantaltan talbecsld lépcsds fliggvényt szolgaltatnak, és al-
kalmasak egy automatizalt eljaras részeként tervezGi rendszerek kifejlesztésére.

3. Talbecsl6 lépesds fiiggvények szerkesztése

A kdvetkezokben bemutatunk néhany heurisztikat, amelyek szinte barmilyen alaki nyirderofiiggvény esetén
garantalt tulbecsld 1épcsds fiiggvényt adnak. Minden itt vazolt algoritmus az intervallum-analizis elvét alkal-
mazza, ezért az alapvetd fogalmakat réviden a kdvetkezékben Gsszefoglaljuk.

/

3.1. Intervallum-analizis

Bar szamos nemlinearis optimalizalé algoritmus létezik, a kévetkezGkben mégis az intervallum-aritmetikan
alapulé intervallumos mddszereket hasznaljuk, mivel ezek garantalt eredményeket szolgéltatnak, ami épits-
mémoki tervezés esetén elengedhetetlen. Ezt a tulajdonsagukat az alkalmazott intervallum-analizis két alap-
vetd tulajdonséaga biztositjia. Az elsé az intervallum-aritmetika egyik alapelve, amely azt mondja ki, hogy ha
egy x =[x,x] valés intervallumot (ahol x x e R és x < x) egy digitélis szamitégépen abrazolunk, akkor

az x, =[x, ,E] gépi intervallum - olyan intervallum, amelynek végpontjai egy adott szamitogépen abra-
zolhatok -, ‘amelyet a kérdéses intervallum reprezentaldsdra hasznalunk mindig tartalmazza azt, azaz
x ¢ x,, mindig teljestl, és xu a legkeskenyebb ityen intervallum. Ezt hivjak kifelé kerekitésnek. A masodik az
intervallumos fliggvények és alapmiveletek befoglaldsi eive. Jeidlie a zart intervallumok halmazat
I={[a,b]|a,b c R}. a valos szamok egy D résztartomanyanak Osszes intervallumat pedig
I(D)= {x el|xc D}. Haegy £:1(D) 1 intervallumos fliggvényt az . p — R valds fliggvény he-
lyett hasznalunk, akkor minden x e I(D) intervaliumra Range ,(x) < f(x) teljesdl.

Egy tovabbi fogalom, amelyet alabb hasznélni fogunk, a valos szamok legegyszeriibb intervallum kiter-
jesztésének, az (n. naiv intervallum-aritmetikénak a befoglalasi monotonitésa. Egy valés f.p — R fligg-
S vény f:.1(D)—1 befoglalé flggvényét befoglaldsi monotonnak vagy izotonnak nevezziik, ha minden
x,y < I(D) intervallumra az x < p tartalmazasbél kovetkezik £(x) < f(y)- A naiv intervallum kiterjesztés
rendelkezik tovabba a zéré-monotfonitas tulajdonsagaval, azaz ha width(x) —» 0, akkor width(f(x)) —»0
is tefjestl, ahol width(x) = x — x az adott intervallum szélességét jeldli.

Nyilvanvald, hogy ha a kerekitett valds értékek és fliggvények helyett intervallumokat, illetve befoglald in-
tervallumos fliggvényeket hasznalunk, akkor az eredményeink garantaltak, és a benniik foglalt hiba — egy in-
tervallum tetszdleges pontjat tekintve — nem haladja meg az intervallum szélességét.

Minden intervallumos miveletet és fiiggvényt gy definialunk, hogy a befoglalasi elv érvényesiiljon. Ez és
a kifelé kerekités egyittesen biztositjak, hogy sem a szamitasi modszerek, sem a szamitdgep kerekitései nem
eredményeznek olyan intervallumokat, amelyei nem tartaimazzak a valés eredményt. Tovabbi informaciokat
az olvas6 pl. a 0 kdnyvben talal.
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A kdvetkez0 alfejezetben bemutatunk néhany olyan heurisztikat, amelyek segitségével intervallumos mo-
don tudunk jé tulbecsld lépcsds fliggvényeket megadni. Feltessziik, hogy a valds fiiggvények helyett alkalma-
zott intervallumos befoglald fliggvények a fenti elveknek megfeleinek.

3.2. Lépcsézési heurisztikak
A kévetkez6 pontokban harom heurisztikét mutatunk be, amelyek algoritmikus médon adnak tulbecsld lépcsos

filggvényt barmilyen szakaszonként analitikus fliggvényre. A modszerek részletes ismertetése elhangzott az 0
eldadason. :

3.2.1. A mohé megkizelités

Mivel altaldban egy tulbecsl6 lépcsés fliggvény varhatéan annal kisebb tulbecsiést eredményez, minél fi-
nomabb beosztast alkalmazunk, a mohé megkdzelitésben igyeksziink egyenld, vagy koze! egyenld szélessé-
gli szakaszokra osztani a vizsgalt tartoményt, ahol ez a szélesség persze nem haladhatja meg a minimalis w
szélességet. Elég nehéz lehet azonban jo felsd becsléseket adni az egyes szakaszok folott a célfiggvényre,
mivel ez ltalanossagban egy-egy nemlineéris globalis optimalizalasi feladatot jelent. A probléma egy garantait
megbizhatésagl megoldasa a korlatozas és szétvalasztas elven miikddd intervallumos globalis megoldok
hasznélata lehet. Egydimenziés esetben ez nem is jar tdl nagy mlveletigénnyel. A mi esetiinkben azonban
egy egyszer(ibb modszer, a véges felosztas is megteszi. A teljes vizsgalt tartomanyt felosztjuk kicsi, egyenld
szélességl intervallumokra, és naiv intervallum-aritmetikat alkalmazva mindegyik f616tt kiszamitunk egy fels
korlatot. Ezen modszer tulbecslése elég kicsi lehet a felhasznalt intervallumos kiterjesztés izotonitasa és zéré-
konvergencigja miatt.

Ha azonban a ¢ konstans a (2) egyenletben nem nulla, akkor ez a médszer n elég nagy értékeit eredmé-
nyezheti, ami a célfiggvényt jelentds mértékben a tényleges minimum {6lé viheti. Ez a komplikacié elkerillhe-
td, ha tovabbi, paraméterezett heurisztikakat vezetiink be. Nevezetesen, nem inditunk (j lépcsét addig, amig
az aktuélis lépcsd talbecslése meg nem halad egy adott emelkedési faktort. Az emelkedési faktort a szakasz
folotti tulbecslésnek és a szakasz szélességének a hanyadosaval definialjuk. Azokat a lépéseket, amelyeket
ennek az 6tletnek a segitségével szamitunk ki, inelligens lépéskéznek nevezzik. lly moédon nem csak a 1ép-
csok szamat tudjuk csdkkenteni, de a szilkségtelen lépcsivaitasok is elkeriilhetdk. Megfeleld emelkedési fak-
tort talalni azonban szintén nem kdnnyd feladat, ennek a megoldasatél azonban terjedelmi korlatok miatt itt el-
tekintiink.

A mohé megkozelités természetesen nagyon gyors és kdnnyen programozhatd, de rendelkezik néhany
kevésbé eldnyds tulajdonsaggal is. Amennyiben a taibecsiilendd fiiggvény szimmetrikus egy résztartomany 6-
I6tt, a mohé algoritmussal elballitott 1epesds tilbecslése altaldban nem az, ami eleve kizarja az optimalis tdl-
becslés elérését. Ezen kivill a tartomany utolsé szakaszanak szélessége ebben az esetben igen nagy valo-
szindséggel joval szélesebb a megel6zokné! — és persze w-nél —, kivéve, ha a tartomany szélességét elosztva
w-vel a maradék kicsi. A kdvetkez6 pontban targyalt heurisztika ezen hatranyok kikiiszobtlésére tesz kisérle-
tet.

3.2.2. A szélsoértékhelyek kiterjesztésének moédszere
A szélsBértékhelyek kiterjesztése médszerének otlete egy haromlépéses algoritmussal irhato le:

1. Keressiik meg az f lokalis szélsSértékhelyeit, és szerkessziink keskeny intervallumokat
foléjik™

2. Terjesszik ki bizonyos modszerrel ezeket az intervallumokat!

3. Toltsiik ki az igy maradt hézagokat tovabbi lépcsdkkel a mohé algoritmus segitségével!

Intervallum-analizis segitségével nem til nehéz feladat az f dsszes helyi szélsdértékét megtalalni, ha f
egyszer differencidlhato. A véges felosztas médszerét alkalmazva a megoldas még egyszerlibb, és a differen-
- cidlhatosagra sincs sziikségiink. Akarhogyan is oldjuk meg a kérdést, az igy keletkezett intervallumok ezutan
kiterjeszthetk negativ és pozitiv irdnyba is gy, hogy kézben az emelkedési faktort figyelve kiegyens(lyozzuk
Bket a szélsGértékhelyek folott — mindig abba az irnyba ndvellink, amerre ez a faktor kisebb. Az igy kapott
Iépesék kdzott megmaradt hézagokat azutan vagy a mohé megkozelitést kovetve toljilk ki, ha azok elég szé-
lesek, vagy tovabb novesztjik az eredeti intervallumokat, ha a szomszédos szakaszok kozotti tavolsag nem
éri el w értékét.
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3.2.3. Intelligens lépések hasznalata

Uj modszert kaphatunk, ha a szélsdériékhelyek kiterfjesztésének médszerében a 3. Iépésben az egyenid
szélességl szakaszokat eredményezé moho stratégia helyett intelligens 1épéskozt alkalmazunk.

4, Osszegzés

A mémnoki problémak vizsgalatanal mindig figyelembe kell vennlink a biztonsag kiemelkedd fontosségat. A
tervezés intervallum-analitikus megkozelitése biztositja, hogy a kapott eredmények — felsd korlatok ~ garantal-
tak, igy eredményeink biztonsagos épitmények automatizalt tervezését teszik lehetdvé. A tulbecsld heuriszti-
kak azonban nem csak vasbetongerendak tervezésénél hasznalhatok, hanem minden olyan modell esetében
(pl. off-line nemlineéris szabalyozas), ahol j6 tdlbecsld 1épcsds fiiggvényekre van szilkség.
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ANDRAS ERIK CSALLNER
Applying special overestimating functions in civil engineering design

Investigating engineering problems the enormous necessity of safety has always to be taken into account. The
interval analytical approach of design assures that the results ~ upper bounds - obtained are guaranteed,
hence our results are appropriate for building safe structures upon an automatized design. However, the over-
estimating heuristics are not only useful for the design of reinforced concrete beams, but for all models (e.g.
off-line nonlinear regulation) where good stepped overestimators are needed.



