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Bevezetés

rasunkban a nevezetes geometriai transzformaciok ~ egybevagosag, hasonléség, affinités, kollineacio — ta-
- néarképzésbeli oktatdsanak egy médjard! foglaljuk 6ssze gondolatainkat.

A geometriai transzformaciok hagyomanyos targyalasaban az egybevagosagot tavolsagtarto transzforma-
ciokeént definidljuk, a hasonldsagot pedig aranytarté transzformacioként (pl. [2]). Pelle Béla a tanarképzd fois-
kolak hallgatoi szamara irt ,Geometria” tankényveiben ([8]), ([9]) a hagyomanyostdl eltérd modon vezeti be
ezeket a fogalmakat. A sikratiikrdzés alapfogalmara és a Tlkrozési axiomakra alapozva a tér, ill. a sik egybe-
vagésagat mint sikra, ill. egyenesre vonatkozo tilkrozések szorzatat definialja. A hasonlésagot pedig centralis
nyujtas és egybevagosag szorzataként értelmezi. A kétféle definialasi mod kozotti kilonbséget réviden ugy fo-
galmazhatjuk meg, hogy a hagyomanyos definicio egy tulajdonsagaval hatarozza meg a fogalmat, az utobbi
pedig ,konstruktivan”, vagyis mddszert ad a leképezés megadasara. A konstruktiv médszer azonban nem foly-
tatodik [8]-ban a tovabbi alapvetd leképezéstipusok, az affinitasok és a kollineaciok vizsgalatanal. ([9]-ben
nem szerepelnek ezek a témak.)

A hagyomanyos targyalasmodban az euklideszi sikon az affinitast a stk egyenestarto transzformaciojaként
definialjuk, a tengelyes affinitast pedig tengellyel rendelkez6 affinitasként. A klasszikus projektiv sikgeometria-
ban a kollineacitt a sik egyenestarto transzformacidjaként definialjuk, a centralis (tengelyes) kollineaciot pedig
centrummat (tengellyel) rendelkezd kollineacioként.

Korabbi cikkeinkben mar tanulményoztuk ezt a konstruktiv, szorzatokra épilé mddszert. Megvizsgaltuk
axiomatikus alapjait, tovabba azt, hogy hogyan lehet ezt a modszert az affinitasok és a kollineéciok témakoré-
re alkalmazni ([4], (5], [6], [7]). EI6szdr, a [8]-ban és [9]-ben megkezdett modszert folytatva, a centralis nyujtas
fogalmahoz szorosan kapcsolodva ~ a lehetséges megadasi médokat szem elétt tartva — metrikus alapon de-
finidltuk a sikbeli tengelyes affinitast és a sikbeli centralis-tengelyes kollineaciot. Majd az ily modon bevezetett
specialis leképezések szorzataként definialjuk az Uj, altalanosabb leképezéseket. A hasonlésagra, az affinitas-
ra és a kollinedciora vonatkozé alapvetd tételeket a Tiikrozési axiomakkal, ill. az egybevagosagra vonatkozé
tételekkel analog formaban, és analog modszerekkel targyaliuk. Megprobaltunk egységes, kovetkezetes foga-
lom-, tétel- és modszerrendszert kialakitani. Most rdviden ismertetjik a definiciokat, majd a téma tanitasaval
kapcsolatos megjegyzéseinket foglaljuk &ssze.

‘Definiciok

A centralis nyUjtas fogalma a hagyomanyos madon szerepel [8]-ban és [9]-ben. (Megjegyezzik, hogy az alab-
bi definicid kicsit eltér az ott lev6tdl. A tovabbiakban iranyitott szakaszokat hasznalunk.)

Definicid. Legyen adoft az euklideszi sikon egy C pont és egy A(= 0) valés szém. Centralis nyljtasnak ne-
vezzilk a kévetkez0 leképezést. C legyen fix; mas P pont képe legyen az a P' pont, melyre CP' = ACP .

Definici6. Legyen adott az euklideszi sikon két, egyméssal nem parhuzamos egyenés, tése ésegy A(=0)
valés szam. Altalanos tengelyes affinitasnak nevezziik a kévetkezG leképezést. t pontjai legyenek fixek; mas P
pont képe legyen az a P' pont, melyre TP' = ATP, ahol T a t egyenes azon pontja, melyre (PT) egyallasu e-
vel. . '

Definici6. Legyen adott az euklideszi sikon két parhuzamos egyenes, t és e, e egyik iranyitasa, ésegy 1>0
valos szam. Specidlis tengelyes affinitasnak nevezziik a kbvetkezé leképezést. t pontjai legyenek fixek; mas P
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pont képe legyen az a P’ pont, melyre PP’ hossza Ad(t,P), és egyiranyu, ill. ellentétes iranyu e-vel, attol
fiiggBen, hogy t nem valasztja el, ill. elvalasztja P-t és e-t.

Definicio. Legyen adolt a kibdvitett euklideszi sikon egy t egyenes, rajta kivil egy C pont, és egy A(x 0) va-

I6s szém. Altalanos centralis-tengelyes kolineacionak nevezziik a kovetkez leképezést. C és t pontjai legye-
nek fixek; mas P pont képe legyen az a P'pont (CP)-n, melyre (P'PCT)=A.ahol T :=(CP)t.
Definici6. Legyen adott a kibbvitett euklideszi sikon egy t egyenes, rajta egy C pont.

Ha C és tis idedlis, akkor a hozzéjuk tartoz6 specialis centralis-tengelyes kollineaciokon a C iranyd elfolasokat
értidik.

Ha t kdzOnséges és C idedlis, akkor a hozzajuk tartozé specialis centralis-tengelyes kollineaciokon a t tenge-
lyd specialis tengelyes affinitasokat értjiik.

Ha t és C is kbzdnséges, akkor legyen adva még egy t-vel parhuzamos f kbzdnséges egyenes. Ekkor specidlis
centralis-tengelyes kollineacionak nevezzik a kivetkezd leképezést. t pontjai legyenek fixek; mas P pont ese-
tén legyen F:=(CP)~ f. Ha P kizénséges, akkor képe legyen az a P' pont (CP)-n, melyre

(CPP) = FC, ha P idedlis, akkor pedig P’ = F .
CcpP

Definici6. Az euklideszi sikon hasonlosagnak nevezziik tengelyes tikrozések és centralis nyij-tasok véges
szorzalat.

Definicid. Az euklideszi sikon affinitdsnak nevezziik centralis nytjtésok és tengelyes affinita-sok véges szor-
zatét.

Definici6. A kibdvitett euklideszi sikon kolineacionak nevezziik centralis-tengelyes kollineaci-6k véges szor-
zatat.

A téma oktatasaval kapcsolatos megjegyzések

A kovetkez6kben megprobaljuk sorra venni, hogy a konstruktiv mddszer didaktikai és matematikai elveinek mi-
lyen kdvetkezményei vannak, tovabba hogy hol és hogyan kapcsolhatod Gssze mas modszerekke!.

1. A transzforméciok konstruktiv definiciéi teljes Gsszhangban vannak a fiiggvények megszokott, elemi
megadasi mddjaval: a definicidk az értelmezési tartomanyt és a hozzéarendelési szabalyt rigzitik. Azonnal meg
tudjuk adni, meg tudjuk ,mutatni” barmely pont képét. Ezért konkrétabbak, kézzelfoghatébbak®, de hosszab-
bak, bonyolultabbak is, mint a hagyomanyos definiciok. Utobbiakban bizonyos tulajdonsagokkal rendelkezd
fliggvényosztalyt definidlunk. (Pl.: ,a sik olyan egyenestart transzformacioja, aminek van tengelye™.) Pont ké-
pének megadasa csak egyéb, a definicidban nem szerepl6 tulajdonsag levezetése utan lehetséges.

2. A konstruktiv médszer nem a legaltalanosabb, nem a legkevesebbet kivané formaban vezeti be a fo-
galmakat. Minden leképezéstipus vizsgalatat egy specialis esettel kezdi; ennek jellemzése utan kdvetkezik a
szorzatieképezés. A specialis feldl haladni az ltalanos felé fontos didakiikai elv. Ha azonban a sok tulajdon-
sdag kozil meg akarjuk hatarozni a legfontosabbakat — amik meghatarozzak a leképezést ~ akkor ez kiilon
vizsgalatot igényel. Ezzel a targyalas ~ a hagyomanyos felépitéssel dsszehasonlitva — hosszadaimasabba,
kevésbé ,gazdasagossa” valik. A hagyoményos felépités az altalanos esettel kezd, a leképezés f6 invariansai
kozvetleniil a definicioban jelennek meg. Ez a mdd az altaldnositas, az analitikus jellemzés, a mas geometri-
akban valé megjelentetés szempontjabol elénydsebb. A szorzatalakban vald elGallitast nem kell kiilon vizsgal-
ni, a megadassal kapcsolatos alaptételek igazolasaban megjelenik.

3. Korébbi irasainkban érintettiik a transzformaciok hagyomanyos és konstruktiv definicidinak egyenérté-
kiségét. Véleménylink szerint az ekvivalencia emlitése, vizsgalata nemcsak elméletileg, hanem az oktatas
szempontjabdl is fontos. Egybevagosag és hasonlosag esetén azért, mert a haligatok kozoktatasbeli tanulma-
nyaik soran mas definiciét ismertek meg ezekre a fogalmakra, ill. tanarként mas definiciot fognak majd tanita-
ni. Affinitas, kollineacit esetén pedig azért, mert a hallgatok esetleges késobbi tanulmanyai soran més geo-
metriakban méas definicié vonatkozik rajuk. A killonbdzd definicidtipusok zavart okozhatnak, ha nem targyaljuk
kapcsolatukat.
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A kozépiskolai tankdnyvek az egybevagosagot a hagyomanyos mddon, a tavolsagtartas tulajdonsagéaval
vezetik be. A hasonlosag kétféleképpen jelenik meg: vagy az aranytartas tulajdonsagaval vezetik be, vagy
centralis ny(itas és egybevagosag szorzataként definialjak (pl. [1], (3]).

Az egységes rendszer kialakitasa érdekében az affinitas és a kollineacio fogalmait is metrikus alapon ve-
zettlk be, gy, hogy szorosan kapcsolodtunk a korabban tanult leképezések definicidihoz. A hallgatéknak ez
természetes, hiszen erGs benniik a leképezésekkel kapcsolatos metrikus gondolkodas. Ez azonban azt a té-
ves képzetet is okozhatja, hogy ezeket a fogalmakat — sbt, az ,egész” geometriat - kizarélag metrikus alapon
lehet targyalni. Ezen segithet, ha a megfeleld tételek utan szdlunk a hagyomanyos felépitéssel valé kapcsolat-
rél, a fG invariansok kiemelésével. Ez lazitja a metrikus fogalmakhoz valé kotddést, elbkésziti az altalanositast,
a méas geometriak felé vald nyitast.

A killonbozd definidlasi modokat esetleg rogton a fogalom bevezetésénél is lehet érinteni. A megfeleld
specidlis leképezések targyalasa utan az altalanos leképezés fogalmat egy-egy olyan tételre alapozhatjuk, ami
bizonyos tulajdonsagok ekvivalenciajat rogziti:

Tétel. Az abszolit sik egy leképezésének alabbi tulajdonségai ekvivalensek egymassal:
- EIBéll véges sok tengelyes tikrozés szorzataként.
- Tévolsagtart6 transzformacio.
Az ilyen leképezést egybevagosagnak nevezzik.

Tétel. Az euklideszi sik egy leképezésének alabbi tulajdonsagai ekvivalensek egyméssal:
- EI6éll egy egybevagosag és egy centralis nyujtas szorzataként.
- El6éll véges sok tengelyes titkrézés és centralis nyujtas szorzataként.
- Aranytart6 transzformacio.
Az ilyen leképezést hasonldsagnak nevezzik.

Tétel. Az euklideszi sik egy leképezésének alabbi tulajdonsagai ekvivalensek egymassal:
- Elball egy hasonlésag és egy tengelyes affinitas szorzataként.
- El54ll véges sok tengelyes affinitas és centrélis nydjtas szorzataként.
- Egyenestarté transzformacio.
Az ilyen leképezést affinitdsnak nevezzik.

Tétel. A kibdvitett euklideszi sik egy leképezésének alabbi tulajdonségai ekvivalensek egyméssal:
- Elball egy affinitas és egy centrélis-tengelyes kollineécio szorzataként.
- Elball véges sok centralis-tengelyes kollineéci6 szorzataként.
- Egyenestartd transzformacio.
Az ilyen leképezést kollineacidnak nevezziik.

4. Felépitésiinkben nemcsak az egybevagdsag definicidja tér el a kdzoktatasban szereplétdl, hanem an-
nak axiomatikus alapja is. Az iskolai alap vagy a (térbeli) ,mozgas”, vagy szakaszok, szdgek ,egybevagésaga’
(esetleg mindkettd), ill. ezek alapvetd tulajdonségai. A tankdnyvek ezek alapjén vezetik be az egybevagésag,
és a tikrozések fogalmait is. A Tlkrozési axiomakra épiild felépitésben pontosan az ,ellenkez6 iranyd” felépi-
tésse! taldlkoznak a hallgatok: itt a sikratiikrdzés az alap. Tehat pl. a tengelyes tiikrozés fogalmanak beveze-
tésénél a megszokott, felez6merdlegest vagy térmozgast alkalmazé definicid helyett itt egy teljesen 0j formaju
és szemléletli definiciot ismernek meg. Ez a ,szemléletvaltas” komoly problémat jelent a hallgatoknak, kiilond-
sen azért, mert rdgton a geometriai tanulmanyok elején jelentkezik. Ezt a problémét talan csak késdbb lehet
feloldani, pl. amikor a Parhuzamossagi axiémaval ekvivalens allitasokat targyaljuk. Ekkor bévebben lehet sz6t
ejteni arrél, hogy formailag kilonbozd axiomak létrehozhatjak ugyanazt a geometriat is. Természetesen itt az-
zal a problémaval is szembe kell nézni, hogy a hallgaték mennyire vannak tisztaban az axiomarendszer
Klasszikus” {,szemléletes”, fizikai tapasztalatokon alapuld) és ,modemn” (logikai, definicios) jelentésével.

§. A kollineaciok targyalasanal is felmeriil egy axiomatikus jellegli probléma. Ezt a leképezést az ,idedlis
elemekkel kibdvitett euklideszi sik™-on vezettiik be, amit ,projektiv sik™nak is nevezhetnénk, mert illeszkedési,
rendezési és folytonossagi struktlraja modellezi az Un. ,valds (klasszikus) projektiv sik” axiomarendszerét. Mi
mégsem hasznaltuk ezt a fogalmat, a kdvetkezk miatt. Vizsgalataink soran végig kiilonbséget tettiink az idea-
lis €s kozonséges elemek kdzott, tovabba a Tikrdzési és Parhuzamossagi axidmakon alapulé metrikus fogal-
makat hasznaltunk. A valés projektiv sikon azonban (eredendden) nincsenek sem kitiintetett elemek, sem
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euklideszi alapi metrika. Ha a hallgaté kés6bbi tanulmanyai soran taldlkozik a projektiv geometria axiomatikus
targyalasaval, zavart okozhat a projektiv sik fogalmanak kétféle hasznalata. A problémat részben megoldana,
ha a centralis-tengelyes kollineaciot csak az eltlinési egyenestd! megfosztott euklideszi sikon definiainank. Igy
megmaradnank az euklideszi geometria keretei kozott. Ez azonban még kériilményesebbé tenné a targyalast,
hiszen tobb ilyen leképezés szorzatanal tobb egyenest kellene kizami. A masik megoldas a projektiv geomet-
ria feldl torténhetne: elGszor kiépitjlik a valds projektiv sik geometriajat, majd abban modellezziik az affin és
euklideszi sikot. Nyilvan ez sem jarhaté Ui, hiszen bevezet6 jellegli geometriai targyrdl van sz6.

6. A sikbeli és térbeli leképezések kozotti kapcsolat is figyelmet érdemel. Kiilén a sikban és a térben
ugyan egységes felépitést valdsitottunk meg, de nincs ,teljes” egység a sik és a tér kdzott. Egyrészt nem ,egy-
forma” pl. a sik- és térbeli egybevagdség definicidja: az egyikben tengelyes, a masikban sikratiikrozés szere-
pel. Természetesen csak formailag nem egyeznek meg, tartalinilag igen, hiszen a sikbeli tengelyes tiikrozést
sikratilkrozéssel definialtuk. {llyen fogalmi kettdsség mas felépitésben is eldfordul. Pl. a hagyomanyos felépi-
tésben szakaszok, szégek egybevagdséaga alapfogalom, mas alakzatoké pedig az erre az alapfogalomra visz-
szavezetett tavolsagtarto leképezésekkel van definidlva.) A masik probléma az, hogy a sikbeli leképezéseket
egy sikon bellil definialtuk, a térben két killdnbozé sik kozott nem létesitenek kapcsolatot. Ezért pl. a két sik
koz6tti parhuzamos, ill. centralis vetitést killén kell targyalni. Ezek (j ,elemi” leképezésként jelenhetnek csak
meg. Viszont felhasznalasukkal 6ssze lehet kapesolni a sik- és térgeometriat igy, hogy beillesztjiik ezeket is a
szorzatos felépitésbe: sikbeli tengelyes affinitast elGallithatunk térbeli tengely koriili elforgatas és sikok kdzotti
parhuzamos vetités szorzataként; sikbel, kbzGnséges centrumd és tengelyd centralis-tengelyes kollineaciot
pedig elééllithatunk térbeli tengely korilli elforgatas és sikok kdzotti centrélis vetités szorzataként. Igy ezeket
az el6allitasokat is felhasznalhatjuk a leképezések vizsgalataban.

7. A leképezések targyalasakor fontos kérdés, hogy mi lesz kor (kipszelet) képe. Kér (kapszelet) affin, ill.
kollineacios képének vizsgalata a hagyomanyos felépitésben részben vagy egészében analitikus geometriai
modon torténik. A konstruktiv felépitésben is szilkségilink van erre az eszkdzre. Kor tengelyes affinitasnal, ill.
centralis-tengelyes kollineacional kapott képének vizsgalatat csak korilményes mddon tudjuk beilleszteni a
szorzatos felépitésbe. Az el6z6 pont végén emilitett, térbeli eldallitdsok alapjan kapjuk, hogy kor képe tenge-
lyes affinitasnal, ill. centralis-tengelyes kolineécional egy kdrhenger-, ill. kdrkipfeliilet és egy sik metszésvona-
la. Forgashenger, ill. -kip esetén a Dandelin-tételek megadjak vélaszt, hogy mi ez a metszet, a ferde esetre
azonban nem. Affinitas esetén, nagy kerilbvel ugyan, de még valaszt kaphatunk ezen a médon. Ugyanis min-
den affinitas el6allithatd egy hasonldsag és egy merdleges tengelyes affinitas szorzataként; merdleges tenge-
lyes affinitasnal pedig elérhetd, hogy forgéshenger sikmetszete legyen a vizsgalt kdr képe. De kollineéciod ese-
tén altalaban mar nem tudjuk biztositani a forgasklpot. Ferde kérkip sikmetszetének vizsgélata pedig min-
denképpen igényel koordinata-geometriai eszkdzoket is. A tobbi kipszelet képének vizsgalatara pedig csak
annyiban alkalmas a fenti modszer, hogy levezethetd: minden kipszelethez van olyan centrélis-tengelyes
kollineaci6, ami 6t kdrbe viszi. (Felhasznélva, hogy minden kipszelet el6allithatd egyenes korkip sikmetsze-
teként) Ez az eredmény elegendd pl. a Pascal és Brianchon tételek igazolasahoz, mert — amint az ismert ~
ezek dllitasait kdrre ,konnyen” megkaphafjuk.

Visszatérve a kipszelet affin, ill. kolinedciés képének vizsgalatdhoz, ha ezt teljesen részletezni akarjuk,
akkor mindenképpen analitikus uton kell targyaini. De, véleményiink szerint, tobb szempontb6! megéri egy
specidiis esetben (forgashengert, -kipot feltételezve) a fenti, szorzatos modon valaszt keresni. Egyrészt moti-
vacios céllal; masrészt nagyon szép példaja a sik- és térgeometria 6sszekapcsolasanak; harmadrészt, sejtés
fogalmazhat6 meg az altalanos esetre. Utana pedig - utalva arra, hogy altalanos esetben nem alkalmazhato
ez a modszer — természetes modon meriil fel az analitikus Gt, hiszen a sejtett képek egyenleteit ismerijik.

8. Végiil megemlitjiiik, hogy éppen az eldzGekben emlitett, szintetikusan nehezen targyalhatd részek
eredményeinek szemléltetésében nagyban segithet egy dinamikus geometriai szoftver hasznalata, pl. Cabri,
([10]) Euklides” ([11]). Mér pl. az eltolas és az efforgatas targyalasa kapcsan haszonnal alkalmazhaté, amikor
azt vizsgaljuk, hogy az ket el6allitd tikrozések tengelyei kdzill az egyik {bizonyos feltételekkel) tetszélegesen
vehetd fel. Egyenes, kdr, kipszelet képének vizsgalatakor is nagy segitséget nyujt a mozgathatosag, mozgé
pont nyomvonalénak meghatarozasa, kilindsen affinitas, kollineacié esetén.
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ISTVAN KRISZTIN NEMET
A means of discussion of geometrical transformations in teacher training

In {8] and {9] (textbooks for teachers’ training colleges written by B. Pelle) isometry and similarity are defined
not in the classical way but as a product. We continuéd this waf of definition refer to the affine transformation
and collineation. We summarized the consequences of the mathematical and didactical principles of this
method in teacher training, compared the different ways, and studied the connection between them.
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