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Egy olyan kvantuminformatikai protokollt vizsgdlunk, amely egy 0sszefond unitér kapu, majd
mérés és a mérés eredményén alapuld szelekcié homogén kezddallapotd qubit-sokasdgon torténd is-
mételt alkalmazdsan alapul [1]. Az igy 1étrejovo folyamat megfeleltethetd egy komplex polinomok
hanyadosaként eld4llé komplex fliggvény iterdlt dinamikdjanak, ha a qubitet egy komplex szdmmal
reprezentaljuk, ezért bizonyos kezd6feltételek esetén kaotikus viselkedésre vezet [2]. Az ilyen nem-
linedris folyamatoknak szdmos kvantuminformatikai alkalmazasa lehet, mint példaul a kvantumalla-
potok tisztitdsa [3] vagy a kvantumdllapot-megkiilonboztetés [4,5,6]. Egy masik, érzékenységiikon
alapul6 gyakorlati felhaszndlasuk lehet a kvantum-aramkorok, kvantum-chipek tesztelése, a fellépd
zaj és hibaforrasok feltérképezése.

Az éltalunk tekintett sémdban a homogén kezddallapoti qubit-sokasdgbdl (amelyben a qubitek
ugyanolyan dllapotiak és egymastdl fliggetlenek) harmasaval vesziink elemeket, amelyeket egy unit-
ér muvelettel 0sszefonunk, majd a hdrombdl két qubitet megmériink. Ha a megmért qubiteket a
kivant allapotban talaljuk, akkor a harmadik qubitet megtartjuk és rajta még egy tovabbi transzfor-
maciot végziink (ellenkezd esetben eldobjuk a harmadik qubitet is). A folyamatot az ilyen médon
transzformalt qubitekbdl képezett harmasokon tovabb ismételjiik, azaz iterdljuk.

Feltessziik tehét, hogy kezdetben van harom fiiggetlen qubitiink, mindegyik ugyanabban a |1)y) =
N, (|0) + z|1)) kezdeti dllapotban, ahol z € C = C U oo. Ekkor a teljes rendszer allapota:

W) = |100) ®|1bo) ®|tho) = N2 (]000)+2|001) 4 2{010)42°|011) +2|100) +2*101) +27|110) +2°|111) ) .

A qubitek 6sszefondsit két controlled-NOT (CNOT) kapuval végezziik. A CNOT egy két-qubites
miivelet, amely a kontroll qubit dllapotatdl fliggden valtoztatja meg a cél-qubit dllapotat: ha a kontroll-
qubit allapota |1), akkor a cél-qubit allapota ellenkezdre vilt, ha a kontroll-qubit allapota |0), akkor
a cél-qubit allapota nem valtozik meg. Kozismert, hogy a CNOT operator szorzatéllapotokbdl 6ssze-
fonddottakat hoz 1étre. Ahhoz, hogy mindhdrom qubitet 6sszefonjuk, két CNOT midveletre van sziik-
ségiink. A mi esetiinkben mindkét CNOT ugyanazt a qubitet haszndlja kontrollként (legyen ez az
elsd qubit), a cél qubitek pedig kiilonboznek (egyik esetben a 2-es, a masikban a 3-as). Az emlitett
két CNOT egymds utdni alkalmazdsdval 1étrejovo miiveletet pedig ugy is felfoghatjuk, mint a CNOT
transzformdaci6 harom qubitre dltaldnositott verzidjat, melynek a matrix reprezenticidja a kovetkez6-
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képpen adhat6 meg:

10000O0GO00O0
01000000
00100000
o o000 10000
NOT= g 000000 1]
00000010
0000O0T1TO00
00001000

ahol a bazisvektorok sorrendjét {|000), |001), [010), |011),|100), |101),|110), |111)}-nek vettiik. A
harom qubit dllapota ezen transzformacié hatdsara a kovetkez6képpen valtozik meg:

Genor|P) = N2(]000) + 2|001) + 2|010) + 2%|011) + 2°[100) + 2*|101) + 2°|110) + z|111)) .

Az altalunk vizsgélt sémaban von Neumann méréseket tekintiink a 2-es és 3-as qubiten és az 1-es
qubitet csak abban az esetben tartjuk meg, ha mindkét mérés eredménye 0 volt (ez természetesen csak
bizonyos valdszintis€ggel valosul meg a konkrét mérések sordn). Ekkor a megtartott qubit dllapota:

[0") = NZ(10) + 2°[1)) -

A CNOT transzformdciok és a méréseknek megfeleld szelekcid elvégzése a g : C— @, g(z) =23
komplex leképezésnek felel meg, amelynek ismételgetése egy diszkrét idejli determinisztikus nemli-
nedris dinamikéra vezet, amely 6nmagdban nem kifejezetten izgalmas. Ezért minden 1épésben beik-
tatunk még egy egy-qubites unitér transzformdaciot, melyet a megtartott qubiteken hajtunk végre. Ezt
az unitér transzformdciot — az esetiinkben érvényes szimmetria-tulajdonsagokat is figyelembe véve —

a kovetkez6képpen paraméterezhetjiik

Ulp) = \/ﬁ (_1}3 ]1)) ,

ahol p = tan(&)e ™ € C, és p a p komplex konjugéltja. Ennek a miiveletnek a beiktatdsa utdn a
megtartott qubit allapota
3
+p
= N (o) + = 1
o =82 (1004 755 1m)

lesz, igy az iterdcids 1épést a kovetkezd komplex raciondlis tortfiiggvény reprezentdlja

3
fo(z) = 2P (1)

1 —p23
Ahhoz, hogy a kvantumrendszer viselkedését megismerjiik elég ezt a komplex leképezést tanulma-
nyoznunk. Az f,(z) fliggvény iterdcidja meglehetGsen Osszetett dinamikai viselkedést mutat, e dina-
mika néhany tulajdonsagat mutatjuk itt be.
Az f,(z) leképezésnek négy fixpontja van, melyek meghatarozdsdhoz az f,(z) = z egyenletet
kell megoldani, ami a
pr B —24p=0

komplex egyiitthatds negyedfokd polinom-egyenletre vezet, amelynek négy komplex megolddsa van
dltaldnos p esetén. A fliggvény f)(z) deriviltjdnak a z, fixpontban felvett értéke alapjan a fixpont
lehet semleges (| f,(z0)| = 1), taszité (| f,(z0)| > 1), vagy vonzo (|f,(z0)| < 1), esetleg szupervonzé
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1. dbra. A p paramétertér origé koriili részének a szerkezete a p paraméterrel jellemzett f, leképezés
vonzo fixpontjainak szdma szerint. Sarga szin jeloli azokat a paramétereket, amelyek esetén a leképe-
zésnek két vonzo fixpontja van €s lila azokat, amelyek esetén a leképezésnek nincs vonzé fixpontja.
Az abra elkészitéséhez 2500 x 2500-as felosztast hasznaltunk.

(| f;(20)| = 0). Egy iteralt raciondlis komplex polinomfiiggvényekre vonatkozé tétel szerint maximum
4 vonzo fixpontot vagy fix ciklust taldlhatunk.

Megvizsgaltuk, hogy a p paraméter kiilonbozs értékeihez tartozo, (1) egyenletben megadott f,
leképezéseknek hany vonzé fixpontja van. Ehhez numerikus szimuldciét végeztiink, amelynek sordn
kijeloltiink egy véges tartomdnyt a paramétertérbdl, ennek vettiik egy alkalmas felosztasat, az egyes
p értékek esetén megkerestiik a fixpontokat, majd kiértékeltiik a fiiggvény derivaltjat az adott fixpon-
tokban. Az igy kapott eredményeket az 1. dbra mutatja. A paramétertér tlikorszimmetriat mutat mind
a val6s mind a képzetes tengelyre. A két vonz6 fixponttal rendelkezd leképezéseknek megfeleld tarto-
manyt koriiloleli az, amely esetén a fixpontok koziil egy sem vonzé (utdbbi térrészben természetesen
létezhetnek hosszabb vonzé ciklusok). Megjegyezziik, hogy minden p-re vagy 0 vagy 2 fixpontot
taldltunk.

Egy adott p paraméterrel jellemzett f,(z) fliggvény iterdldsa nyoman a z dllapottéren két (egymast
kiegészitd) halmazt kiilonboztethetiink meg. Az tn. Fatou-halmaz azon pontokat tartalmazza, me-
lyek koziil a kezdetben egymdshoz kozeliek tobb iterdcié utdn is kdzel maradnak és konvergélnak a
leképezés valamely vonzo ciklusdhoz. Ezzel szemben az un. Julia-halmaz elemei olyan pontok, me-
lyek nem tartanak egyik vonzé ciklushoz sem, és a kezd6allapot tetsz6legesen kicsiny perturbaciéja is
drasztikusan kiilonb6z0 allapotra vezethet az iteracids 1épések soran. A Julia-halmaz tehat az instabil
pontokat tartalmazza, melyek kaotikusan viselkednek. A kaotikus viselkedést jellemezhetjiik az tun.
Ljapunov-exponenssel, amely a kezdetben kozeli fazistérbeli pontok egymdstdl valé exponencidlis
eltdvolodasat irja le. Ha az értéke pozitiv, az a rendszerbeli valddi kaotikus viselkedés megjelenését
jelenti.

A z pontbeli Ljapunov-exponenst a kovetkezd kifejezéssel definidlhatjuk [7]:

L(=) = lim ~In (IF @l 1SR 2N 5 [P D) R)

n—oo 1

n—

1
= nmlm< \f’(f"”‘l(Z))\)- )
k=0

n—oo N,
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Itt f°"(z) az f(z) figgvény n-edik iteréltjat, | - | pedig a Riemann-gombon mért tavolsagot jeldli a

Riemann-gémb déli p6lusatél, mely adott z-re ||z = 2 |z| /+/|2]” + 1.

A Julia-halmazon megjelend kdoszt és a pozitiv Ljapunov-exponens megjelenését ugy vizsgal-
tuk, hogy az adott p paraméterrel jellemzett f,(z) leképezést numerikusan iterdlva kozelitettik a
(2) egyenletet. Az eredményt a p = ¢ paraméternek megfeleld esetben a 2. dbra mutatja, melyen
megfigyelhetd, hogy az exponens egy fraktdl alakzat mentén vesz fel pozitiv értéket, ez a halmaz a
leképezés Julia-halmaza. Ellendrizhets, hogy azokban a tartomanyokban, ahol a Ljapunov-exponens
negativ, a kezddallapotok két 2-hosszu stabil vonz6 ciklushoz tartanak (Fatou-halmaz).
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M 0.0{ %075
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2. dbra. (Bal oldal) A C és C kozotti megfeleltetés a komplex szdmgomb és az azt egy pontban
érint6 komplex szamsik kozotti sztereografikus leképezéssel adhaté meg. A sztereografikus leképezés
sordn a gomb sikkal val6 érintkezési pontjaval atellenes pontjabol induld félegyenesek dltal a sikbol
kimetszett z € C pontot és a gombbdl kimetszett 2z’ € C megfeleltetjiik egymdsnak. Ekkor a 0 és a
oo pontok rendre az érintkezési pontnak és az azzal dtellenes pontnak felelnek meg. (Jobb oldal) A
p = 1 paraméterhez tartoz6 leképezés fazistere a numerikusan kozelitett Ljapunov-exponens értéke
szerint kiszinezve. A vonz6 ciklusok vonzasi tartomdnyai nincsenek kiszinezve.

Osszefoglalva, az iterdlt harmadfokid nemlinedris protokoll bemutatott tulajdonsdgai alapvetSen
hasonlitanak a méasodfoku esethez (ott a p = 1 paraméterértéket véve), azonban a 2. dbrdn bemutatott
fraktdl szimmetridja megvaltozott: négyfogdsos helyett hatfogdsossa valt. A teljes p paramétertér
feltérképezésével varhatéan még jobban megérthetjiik majd a harmadfokd dinamika sajatossagait €s a
masodfokutol eltérd tulajdonsdgait. Ez kulcsfontossagu lehet a protokoll alkalmazasa szempontjabol.

Koszonetnyilvanitas

A kutatdst az Innovaciés és Technoldgiai Minisztérium és a Nemzeti Kutatasi, Fejlesztési és In-
novacids Hivatal timogatta a Kvantuminformatika Nemzeti Laboratorium, a K124351 sz. és a 2017-
1.2.1-NKP-2017-00001 sz. projekt keretében.

Irodalom

[1] T. Kiss, I. Jex, G. Alber and S. Vymétal, Phys. Rev. A 74, 040301(R) (2006).
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.74.040301

[2] A. Gilyén, T. Kiss and 1. Jex, Sci. Rep. 6, 20076 (2016).
https://doi.org/10.1038/srep20076

160


https://doi.org/10.1103/PhysRevA.74.040301
https://doi.org/10.1038/srep20076

IX. KVANTUMELEK TRONIKAI SZIMPOZIUM POSZTER

[3] T. Kiss, S. Vymétal, L. D. Téth, A. Gébris, 1. Jex and G. Alber, Phys. Rev. Lett. 107, 100501
(2011).
https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.100501

[4] J. M. Torres, J. Z. Bernad, G. Alber, O. Kdlman and T. Kiss, Phys. Rev. A 95, 023828 (2017).
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.95.023828

[5] O. Kélmén and T. Kiss, Phys. Rev. A 97, 032125 (2018).
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.97.032125

[6] G. Zhu O. Kdlmén, K. Wang, L. Xiao, D. Qu, X. Zhan, Z. Bian, T. Kiss, and P. Xue, Phys. Rev.
A 100, 052307 (2019).
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.100.052307

[7] A. Gilyén, Egy qubites kdosz és kapcsolata a komplex dinamikus rendszerekhez (TDK dolgozat,
2013).

161


https://doi.org/10.1103/PhysRevLett.107.100501
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.95.023828
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.97.032125
https://doi.org/10.1103/PhysRevA.100.052307

