Zwei Extremalaufgaben iiber Abbildungen,
die durch Polynome vermittelt sind.

Von G. Szead in Konigsberg.

Im Laufe eines Briefwechsels ist mir von Herrn L. Fejkr die
folgende Frage vorgelegt worden’):

Es sei f(2) ein Polynom n-ten Grades, f(a)=A, [ (a)-}0.
Man bezeichne mit « die zu @ nichstgelegene Stelle, «=-q, an
der die Schlichtheit von f(2) ,verletzt® ist, u. zw. in dem Sinne,
daB f(«¢)=A wird. Es sei ferner g die zu a nichstgelegene
Stelle, an der die Schlichtheit von f(2) in dem Sinne f"(3) =0
Lverletzt“ wird, Wie grof ist der Radius der groBten (offenen)
Kreisscheibe um den Punkt z==a als Mittelpunkt, deren Bild bei
jeder Abbildung w=-f(2)

1. schlicht,

2. in bezug auf A sternformig,

3. konvex :
ausfillt; hierbei moge f(2) die Gesamtheit aller Polynome eines
festen Grades n durchlaufen, welche die Bedingung f(a) ="A}

/7 (@) -0 erfiillen, fiir welche ferner die Streckenldnge aa bzw. ag

vorgegeben ist. :
Es sei die vorgeschriebene Linge der ersfen Strecke d, die
der zweiten D. Die gesuchten maximalen Radien hédngen dann

offensichtlich nur von n und d bzw. D ab. Bezeichnet man sie

in der obigen Reihenfolge mit 71,
und mit R,, R,, R, wenn D VOrges

r,, s, wenn d vorgeschrieben
chrieben ist, so gilt:

1) Sie entstand wic er mir mitteilte, im Laufe einer Unterhaltung mit
Sld y

Herrn E. von EGERVARY.
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= -di, R, = D sin I ;
n n
= -‘—1— . ) == D-Q“- x
n n
3n—1—|(m—1)0GBnun—1) 3—|54d D
fiz=d 2n? L TEp T

Hier bezeichnet ¢, einc positive Zahl, deren Darstellung durch

Nu

elementare Funktionen von n nicht moglich zu sein scheint; man hat

lim 0 == 0= l:i - PR 2,8329...,

H-r o

wobei ¢ die zwischen 5 und n gelegene Wurzel der transzen-

denten Gleichung e (cos ¢ zsin7) =1 bedeutet.”)

Das obige Resultat ist nicit ganz neu. Es gilt zundchst in-
folge eines bekannten Zusammenhanges zwischen sternformigen
und konvexen Abbildungen®) d 'r,= D7 R,. Ferner findet sich
der Ausdruck fiir r,==r, und R, sowie fiir R, bei J. W. ALEXANDER
und S. Kakeva.!) Das Ziel der vorliegenden Note ist, die noch
fehlenden Konstanten r; und R, zu berechnen. Dies gelingt durch
geeignete Anwendung des in der Fufinote ') zitierten Graceschen
Satzes. Dali die Bestimmung dieser Konstanten erheblich schwie-
riger ist als die der vorangehenden, zeigt schon die Kompliziert-
heit der Resultate.

Wir wiéhlen im folgenden stets a==A=0. Den absoluten
Betrag der (absolut) kleinsten Wurzel von 27'f(2) und f’ (2) be-
zeichnen wir wie oben mit d bzw. D.

2) Mann kann noch ¢ auf eine andere Weise charakterisieren; vgl. § 3.

%) Vgl. z. B. PoLya—Szec0, Aufgaben und Lehrsdtze aus der Analysis
(Berlin, 1925), Bd. I, Abschnitt IlI, Aufgabe 110, S. 105, S. 277.

1) Ein einfacher Beweis ergibt sich aus dem weiter unten zu benutzen-
den Graceschen Satze. Vgl. meine Arbeit: Bemerkungen zu einem Satz von
J. H. Grace iiber die Wurzeln algebraischer Gleichungen, Math. Zeitschrift,
13 (1922), S. 28--55, insbesondere S. 53—54. Hier finden sich auch die Hin-
weise auf die betreffenden Stellen bei ALexaxper und Kakeva. — Vgl. ferner
J. DieupnoxxE, Recherches sur quelques problémes relatifs aux polynomes et
aux fonctions bornées d'une variable complexe, Annales de I'Ecole Normale
Supérieure, (3) 48 (1931), S. 247358, insbesondere S. 315; schlieflich auch
L. Teoporivu, Sur les zéros de la dérivée d’une fonction holomorphe, Atti della
R. Accademia dei Lincei, (6) 13 (1931), S. 591—593.
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§ 1. Berechnung von r;.

Die Funktion f(2)=zg(2) entwirft bekanntlich dann und
nur dann ein konvexes Bild des Kreises |2|< r, wenn die Funktion

7@ L0 2g () +22:(2)

(1) WS R Bk 410)
S (2 2g'(2)+£ @)
fiir |2] <r reguliir und vom positiven Realteil ist.”)

Wir stellen die folgende algebraische Frage: Es seien 2,
und y zwei komplexe Konstanten, 2,0, Jiy= 0. Wir betrachten
die Gesamtheit aller Polynome g(z) des festen Grades n—I,
welche der Bedingung
@ (0=n[0g @) +2@)]+20lzg” (2)+28 )] =0
geniigen (n -2). Was lilit sich dann iiber die Nullstellen von g(2)
aussagen ?

Unsere Aufgabe hingt natiirlich von der Wahl von z, und y
(ferner von n) ab. Die Gleichung (2) ist eine homogene lineare
Beziehung zwischen den Koeffizienten von g(2). Der hochste
Koeffizient von g (2) erhilt dabei den Faktor
(=D 2" 2 42 [(—=1) (1—-2) 2 “+2(1-1) %] =

== n (n—7) 27 0,
das Absolutglied von g(z) den Faktor 1—7--0. Nach dem Satz
von Grace besitzt ¢ (z) mindestens eine Nullstelle in jedem Kreis-
bereiche, der simtliche Wurzeln einer gewissen algebraischen Glei-
chung (n—1)-ten Grades umfaft. Diese entsteht aus (2) fiir
g(@)=(z—x)""" und lautet:

B (=) (@—x)""2[(n—1)2,+2,—X] +
42, (2—x)" }[(n—1) (1—2) 2,42 (n—1) (Z,—x)] =0.

Sie ist genau vom Grade n—1 und hat x =2, zur (n —3)-fachen
Wurzel; ferner besitzt sie noch zwei Wurzeln, die von 2, offen-

sichtlich verschieden sind.?) Setzt man
2o
2,—X

s ) )

(n—1)

%) Vgl. a. a. O. %), Aufgabe 108.
¢) Fiir n—2 gibt es nur eine von 2z, verschiedene Wurzel.
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so geniigen diese der quadratischen Gleichung

(1—'((,1—1)4. Vi l)z“ +2,((1—2) 5+ 2(1—1)) =0

oder der Gleichung
L

@ ¢ ==
Die Funktion « (%) ist aber vom positiven Realteil in der

Halbebene ). > — R, wobei — R die grofiere Wurzel der Glei-
chung

3 n—2.ven—1 n 1

12 e Ll

T+ 1 A=A i =1y sa=1 CF 1

-
e

n—2 2
4 24304 1=
Lk

bedeutet. In der Tat sind die Realteile der beiden ersten Glieder
in dem zweiten Ausdruck fiir ¢ (Z) auf jeder vertikalen Geraden
NE=N(u-+ir)=u=konst. von » unabhidngig, wihrend der
Realteil des dritten Gliedes gleich

n -1
n—1 (u+1)*4*

ist, so dali das Minimum von Mg ({) auf jeder vertikalen Geraden
Ni=u>—1 fiir v=0 erreicht wird. Bei reellem £ ist aber ¢ (%)
reell und positiv fiir > — R, woraus wegen R<1 die Behaup-
tung folgt.

Die beiden Wurzeln der Gleichung (4) liegen somit in der
Halbebene )< — R. Dieser entspricht in der x-Ebene eine Kreis-
scheibe, die aus der Kreisscheibe, deren Durchmesser die Strecke

1, l+l;—l— ist, durch ,Multiplikation“ mit 2, entsteht. Da diese

samtliche Wurzeln von (3) enthilt, so mufi darin mindestens eine
Waurzel von g (2) liegen, d. h.

d< ( 1 + 12]-
Wihlt man also

RS d
(5) 0| <—

n-—l !

_{,. el e
so kann die Gleichung (2) fiir kemen Wert von y, Ny <0, statt-
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finden. Hieraus folgt aber, daf die eingangs erwdhnte Konvexitits-
bedingung in dem Kreise (5) erfiillt sein muf. Dabei ist zu beachten,
dab fiir diese Werte von z, der Nenner zg’(z) -+ g(2) in (1) nicht
verschwinden kann. Im entgegengesetzten Falle wiirde ndmlich
der Grenzfall y =co von (2) stattfinden, woraus man nach (3)
schlieBen kdnnte, dali g(2) in jedem, die Punkte 2, und nz, ent-
haltenden Kreise eine Nullstelle besitzt. Es miifite somit d <n!z|
sein, was (5) widerspricht.

Aus dem Vorhergehenden ergibt sich natiirlich auch, daf die
Schranke (5) nicht verbessert werden kann. In der Tat ist (3) mit
y=0 erfiillt, wenn

215
{=—R,:d.:h. x»_szo‘]»&LRu—

gesetzt wird, so daf die obige Konvexititsbedingung fiir die Funk-
tion
1@ =2 [e— (14221 ]
e\ B R ;
an der Stelle z =z, nicht stattfinden kann.
Eine leichte Rechnung liefert?)

1 n—1 [5n—1
Re=rre s\ Sl |
1 _ 3n—1—|(n—1)Gr—=1)
(o] 2n*
IR

§ 2. Berechnung von R;.

Die Funktion f(2) = ‘Iih (2) dz ist fiir |z|<r dann und nur

dann ,sternformig®, wenn die Funktion
f'@

e S
fiir |2|<r regulir und vom positiven Realteil ist.®)

L 1 i
) Fiir n—2 ist R: T zu setzen.

8) Vgl. a. a. 0. 9), Aufgabe 109. :
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Wir bezeichnen wieder mit 2, und y zwei komplexe Kon-
stanten, 2,-0, Ny <0, und betrachten die Polynome (7 —1)-ten
Grades f1(2), welche der Bedingung

@ =) af @)= —r | h@)dz2h(z) =0

genfigen (n>2). In dem Spezialfall % (2) = (z—x)" ! geht diese

Gleichung in die folgende iiber:

B —vy ‘(Z -x)""'dz+2, (Zo=X) ks =

0

2, —X)" = (—x)"
—y (0 )n ( ) '}'ZO(ZU—X) 1:0'
Im Falle y=0 ist die einzige Wurzel dieser Gleichung x=z2,.
Sonst sind die Wurzeln alle von z, verschieden; sie geniigen der
Ungleichung N (257'x) <0, wobei
n-1
@) oD
(| —x):— (=)
gesetzt worden ist. Wir bezeichnen mit 3 die Menge der x-Werte,

fir welche JMw(x)<0 gilt, und mit K den Maximalbetrag der
Punkte von ¥. (Die Menge U ist abgeschlossen, ferner beschrinkt,

= v (¥)

da t,"(oc):-;ll— gilt. Aufierdem hat man K>1, da ¢ (x) fir x=1

verschwindet.) Dann liegen die Wurzeln von (3) im Kreise
x| <K|z,l\ und darin mufl auch mindestens eine Nullstelle von
h(2) =f'(z) enthalten sein, d. h.

D<Kz,
Wihlt man also
5 et d B)
(%) |20| < K’

so kann (2) nicht erfiillt sein. Ferner ist dann auch f(2,)=
-—:J:‘h (2)dz-+0. Sonst wire namlich (2) mit y-—=oo erfiillt, und
h (2) miite dann in jedem, die Nullstellen von

(2~ 0" =(=2)" =0
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enthaltenden Kreise eine Nullstelle haben. Nun sind diese Null-
stellen

-~

X=Xy == ___i"--‘_- 0“’11,2,‘0')”—1)

240

l—e "

»

und man hat

Es miiite somit D < |x,| sein. Andererseits gilt aber D> Klzl=
=X/, dadie Funktion v (x) fiir x ==2;"x, einen einfachen Pol besitzt.
On

Alles zusammenfassend ist also die gesuchte Schranke R, = D it

wobei (1)1 — }1(« ist. Sie wird fiir die Funktion

f@) =) @—£)""dz
erreicht ; hierbei gilt v (£) <0, || =K.
Setzt man - — w, so kann —,OT als der Radius des grofiten

X

. SN 0 o e H
Kreises |[w| < ;1‘ charakterisiert werden, in dem

Wwi(x) - (1—x)' 1 = w \(]_w)"' )

n 1 e
:/1—{-"21’ W - ( 3 ) wW-t...
vom positiven Realteil ist.
§ 3. Asymptotische Berechnung von ¢,.
Setzt man in der Endbetrachtung des vorigen Paragraphen

w=——, so folgt
n 8

AR 1
(1) lim ——l—n—:hm —I-I-:l-r-f . Tyl ):
A 257 ”'1" - 4 i { h ( ) /)
e AT
:f__?—— ::l—f-‘é"!"‘*“é‘?‘f‘-..,

-

16+
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u. zw. gleichmidfig in jedem festen Kreise der --Ebene. Es sei ¢
der grofite Kreis ||~ ¢, in dem diese Grenzfunktion vom positiven
Realteil ist. Da der Realteil derselben in jedem Kreise |{| < o—¢,
£¢>0, ein positives Minimum besitzt, so wird fiir gentigend grolie
Werte von n offenbar ¢, > o—e. Andererseits kann fiir jeden po-
sitiven Wert von ¢ ein Wert 5, mit |J,| = ¢ - ¢ angegeben werden,
fiir den der fragliche Realteil negativ ausfallt. Hieraus folgt wie-
derum ¢, < ¢ ¢ fiir geniigend grolie n, und also

2 lim o, =—o.

H-»
Nach der Caratueoporvschen Ungleichung fiir die Koeffi-
zienten der Funktionen mit positivem Realteil kdnnen ¢, und ¢
leicht abgeschitzt werden. Es ist

@) e<-2E, o4

Zur nidheren Charakterisierung von ¢ setze man C==re'?. Fiir
r—=g¢ wird
e —1

I == e3¢ cos (psing — ¢) — cos¢

eine nichtnegative Funktion von ¢, deren Minimum gleich O ist.
Man hat somit fiir einen geeigneten Wert von ¢

4) e0cos v cos (osin g — ¢) == cosy,
(3) eecosv [sin(gsing—g) (9cosqy—1)+

-+ osingcos (¢sing— )] =singp
Aus der zweiten Gleichung folgt durch Beriicksichtigung der ersten
(6) eecorsin(osing—q) (ocosy —1) 4 gsingcosy —=sing.
Wire nun gcosqg—1--0, so wiirde aus dieser Gleichung
(7) e¢cos? gin (osing —¢) = — sing
folgen, d. h. infolge (4), cos¢=0. Dann miifite aber ebenfalls
wegen (4)

cos(gsing —¢) ==sin(gsin¢) sing =0,
sin (¢sing) =0, sing:==0,
d. h. g=k= sein, k ganz, woraus, da ¢ <4 ist, o == folgt. Weiter
miite wegen (7)
sin(asing — ) = — cos (asing) sing =— — sing
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gelten, d. h. cos(rsing) =1, cosz—1. Das ist aber ein Wider-

spruch.

Folglich hat man ¢cos¢ =1 und (4) lautet, indem man
fgg =71 setzt,

ecos(tgy — 1) = cosy,
e(cos(tgq)--tgy sin(tgy)) =:e(cos7 4 7sin7) = 1.

] ; ;
Man kann 7 >0 annehmen. Wegen cos:p::-()—_>_—;— ist r=1gp<
< i5<'—?. Die Funktion cost--sinv ist fiir 0<7: Z—g— wach-

s W 3 AN g
send, fiir 1<% abnehmend; den Wert ¢! nimmt sie von

—

.. 37 : : b4 T R EakT
0 bis 5 hur einmal an, u. zw. zwischen 5 und w1, Es ist
o=|1+47%

(Eingegangen am 27. Januar 1932.)



