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Transformatio Weierstrassiana quaestionem notam reductionis
formae cuiuslibet quadraticae in summam solis variabilium quad-
ratis constantem solvit, et quidem tali modo, ut transformatio hanc
reductionem perficiens etiam seriem quandam parametrorum ad
libitum electarum involvat.") Itaque transformatio Weierstrassiana
finitima transformationi generalissimae ab Il[™°. DARBOUX detectae
est habenda; satis enim constat transformationem a DArRBOUX

1y De rebus in hac commentatione pertractatis vide et ctr. K. WEER-
STRASS’ Math. Werke, VIl Band ; Vorlesungen iiber Variationsrechnung, bearb.
von Ruporr RoteE (Leipzig, 1927); Zweites Kapitel: Hillfssitze aus der
Theorie der quadratischen Formen. Etc,, p. 11—20. In hoc opere considera-
tiones reperiuntur, quibus disquisitiones subsequentes, — in particulis vero
ulterius progredientes, — innituntur. . '
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ortam iam ab ongme gquam maximum numerum parametrorum
introducere.?)

Per hanc occasionem animadvertimus, quod in constructione,
reductionis cognitae Kroneckerianae ,alternantis® vertices quidam -
speciales formarum coniunctarum dominantur,®) quare methodus
haec alternans et verticem-quaerens nominari potest, quae itaque
contrarium offert rationis Weierstrassianae nunc discernendae, cuius
quidem quantitates fundamentales — scilicet illae proxime comme-
moratae parametri — vertices formarum in processu .reductionis
apparentium repraesentare nequeunt; quamobrem transformatio
Weierstrassiana methodum verticem-fugientem constituit.

CAPUT PRIMUM,
Structura generalis reductionis Weierstrassianae.

Proposita forma quadratica generali

M [, x)= Zk‘ ;X %==0, (aikzakij
sint numeri .

(e) 6,6, ...,8,

ita sumpti, ut '

@ - flen ..., 6)=7%0"

~ evadat; tales numeros reperm posse, posito f$0 dubium non est.
Ulterius certum est

‘ E=(e,6,...,6)*(00,...,0)
cadere, quippe quum aliter et y =0 esset; punctum E secundum
(2) vertex esse certe nequit.*) Argumentis adeo appositis
: 1 9
3) T’Z—_a){——u (X1, Xay oo oy X)) =00 X+ 5+ . . - a,,X,
i=12,...,n

2} Q. DarBoux, Mémoire sur la théorie algébrique des formes quad-
ratiques, Journal de math. pures et appliquées, (2) 19 (i1874), pp. 347 —396. —
Cfr. et infra sub adnot. 19),

3) Vide ex. gr. M. BOcBEr, Introduction to Higher Algebra (New-York,
1907), Section 49,

4) Complexus A=(a,, as,..., a,), n valoribus ay, ..., a, .conflatus bre-
viter puncfum dicitur, duo huiusmodi puncta aequalia dicuntur, i. e.

A=,....q;)=B=(b,.. I by),
si alzbl,...,a,.-——-b,..
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scribentes, videlicet

(4) '"IZe.-ui(el,---,en)=f(el,...,en)=7

esse, et quum y 30, unusquisque valorum

(5) Ci = ui(el, eZ; fe vy en)
(i=1,2,....,n)

non evanescet, nec, ratione (4), unumquodque ex productis
eci=eufe,...,e,).
Et.quidem ponamus®) .

6 - - ey (er,...;e)=66%F0,
unde patet etiam .
(6) e+0, o, +0
fore.5) ’
Praeterea facile probatur aequationem
(7) Z VttX, s X,) = 2 KUYy s V)

_pro unoquoque systemate valorum x ety locum habere ; symmetrica
enim est matrix (f)={(a.,).")

Quibus omnibus ita praeparatis asplclamus ‘deinde 1dent|tatem
cognitam®):

f(x 4+ 4ey, x2+ e, . : .,x,,+-le,,)zf(x1, .. .,x,,)+
+24. Zai,,x,-e,‘—{—lz.f(e., )=
LR

o =f(x,..., x,,)+.2l 22 ue, ..., e). X+ By=

=F (X1, -2 X,) +2/7..‘Z cx;+ Ay

ibidem iam formulis (2) et (5) usi sumus. Et si hic scribatur

8) . ,'y,—fzz.cixi:c;x.+...+_cnx,l,

%) Propter (6) sententia generalis ne minimum laeditur, quia si initio
fuisset e; ¢; & 0, transpositio (1, /) hunc casum ad (6) reduceret,

» 8) Inaequalitate ¢; & 0 infra non utemur; at saltem cognitionem iuvat
et huic condicioni satisfieri posse.
7 Expressxo bilinearis (7) vulgo forma polaris ad f pertinens dici solet.
8) BOcHER: 3), p. 130, (4).
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secundum (I) oritur

f(xi+2'e1y vy xn+ien)EZ’27+21yl +f(xls .. 'yxn):
aut quod idem est )

1
f(x,—l—-le,,.,.)57(,{7+y’)2+f(x“'“)_..Z;i_;
hinc autem, designante
1 1 .
9 ———— 0)9
® 7 fle,...,6) g0

habebimus :
fn. L x)=gri+fa+de, .. )—g@y+n)%
Deliberantes deinde ex (4), (5) et (8)

Ay+yn=2 Z ce+ Z CX; = Z ci(x;+4e;)

fluere, aequationem antecedentem hunc aspectum induere perspi-
cimus:

Flxi, xa, .0 x)-—gy“+f(x,+1e,,x2+lea,...,xn+/1en)—
10 _
(19 —g(ZC(X+Ze))

" hinc tandem passus generator elementaris reductionis Weierstrassi-
anae prorsus accipitur. Si enim parametrus ! de51gnata formulae
(10) aequatione :

(11) | =2

determinetur, cui dispositioni, quia e; 40, nihil obstat, formula
(10) in aequationem

e, .., x)=g»1+f\0, xz—fz—'xl,..-.,xn-_ én x| —
6 e,
n e. \2 4
—g(z—z Ci(xi —_—— xz))

mutabit; haec autem iam istam transformatlonem genetricem
exhibet. — Stabilita aequatione identica (W) visamus substitu- .
tionem linearem

(W)

9) Ex (9) statim sequitur:

‘@ e—t—2 2.
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= G Xt CXp+ Xyt . L 0 X,,
e
y2=_'g2‘x1+x2,
(12) 4 ya~—;3x, + X3,
1
e
[E Y X
yn 6’1 xl 7 + ns
cuius matrix, scilicet
€ € G n
~& 1 9 0
€
x=|—-% 0o 1 0
e
—% 9 0 1
€

certo non est singularis, quoniam, ufi sine negotio invenitur:
(13) det Xk (et esca - o)=L 0.
) 1 . 1

Ceterum generaliter habemus :

a b ¢ ... m

g 1.0 ... 0 _

vy 01 ... 0 |=a—bf—cy—...—mpu;
u 0 0 1

quae propositio facillime probatur subtrahendo elementa 2., 3., efc.
lineae per b, per ¢, etc. ordinatim multiplicata elementis primae .
lineae respondentibus.

~ ltaque substitutio ad (12) inversa, ponatur
(14) K=Yl
formam f secundum (W) in formam

n 2
(15) f(.Vn ¢ wyn)Egyg_*_f(O: )’2, ey yn) j“g(‘;CJ’.)
transfert; et determinans non evanescens :
1 e,

(14‘) det Yz—m———7=gel
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habet. Hoc modo igitur terminus quadratus gy} ,abscinditur®, forma
vero ,residua®, scilicet

fl’(y:, .. -rj’n) =f(0, yo, . o Y.)—& (é; C.-,V.-)ZE
= Z; g @Y

variabilem y, iam nequaquam continebit; hic autem -

an . =0, —ZCG
. © (L k=23,...,n)

(16)

invenitur.

Antequam porro progrederemur observari convenit, ,ordine“ %)
- formae f, id est r(f)=r accepto, ordinem formae residuae
(17) rig)=r—1
fore. Nullo quidem negotio demonstrabimus in matrice n* gradus
et ordinis r, aspectum

: ) . al- '
(18) - - S a= }'1,5 ____

_ _ [ "

habente, ubi enim a,a,...a,40 et b aliquam - matricem (n—R)"

gradus esse supponitur, dum campi vacui solum elementis ,0¢

compleantur, ordinem matricis b
18y r(®)=r—k)
fore, A .

Supponamus quidem 1°: ¢=r(6)>r—k; si deinde deter-
minans quoddam ¢" gradus, puta by, sub matnce b contentum at
:1=0 ‘eligatur,2) obvmm est determinans (¢ +k) gradus

a

16) Hic et infra verbo ,ordo® in eadem sententia utimuy, quam ex, gr.
lingua Germanica voce hodlema rite velut Rang einer Matrix, resp. einer
Form“ designaret. :

1) Liquet r =k esse. — Comuncho ordinum supra exhibita in theoria
. matricum dissolubilium amplificationem respondentem nancxscnlur vide ex. gr.
P. MurH, Elementartheiler (Leipzig, 1899), art. 22.°

12) Praesente casu hoc perfici posse constat.
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"~ sub matrice a contentum et non evanescens fore, quod autem
suppositioni o+ k>r opponeretur.

" Si ex contrario 2°: ¢=r(b)<r—=k fieri posset, ¢ etiam
ordinem matricis cum n—#k lineis ultimis matricis a formatae —
et typum (n—k)X n habentis — significaret, quocirca omnia sub-
determinantia r* gradus matricis a — observando in his elementa
linearum numero o¢-+1 aut plurium certe ex illis n—k lineis
ultimis sumpta esse — secundum notum theorema Laplaceianum
evanescerent;. c. hyp. etc. Per haec formula (18') et specialiter,
respectu g0, etiam (17’) verificabantur.'?)

Et nunc ad thema principale, unde digressi sumus, rever-
tentes, fiat adhuc '

r(p)y=r—1>0
et ideo :
' , »==0; .
tunc manifestum est formam quadraticam ¢ — iam solum n—1
variabiles involventem!*) — processui, omni ratione illi simili, quo
" supra per occasionem formae nativae f usi sumus, subicere posse.
Hac via. inter variabiles y,,...,»,%®) et alias recentiores z,,..., 2,
substitutionem regularem typi ad (12) inversae
(]9) [y‘ll"'!yn]?Z\[zh'-~7‘,2n']
‘nanciscemur, quae quidem formam ¢ in formam

. n 2 i
(20) q)(z.,,...,z,,)Eg'zZ-{—q:(O,zs,...,z,,)—'—g’(gcéz.-)i
=g'8+v@,...,2,) ' ‘

reducet. i _ ,
Hic, postquam numeris idoneis
’ €y,
iam »
(20" p(e,...,e)+0

et una e;3=0 adepti sumus,

13) Apparet enim r(f)==r(f)=r fieri.

1) Fieri vero potest formam ¢ de facto pauciorem variabilium numerum
quam n—1 continere; sed hoc eventum sequentia minime attinget.

15) Hoc loco signa y,,...,y, iam condicioni post transignationem ante-
cedentem forte necessariam respondent; si transignatio facta sit, hanc in
ultimis n—1 lineis substitutionis (12) pro futuris sine mora exsequimnur.
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1

f= ; ; 0
A TCANS) T
fiet; insuper posito

G=ane,+...+a,¢€,
(t=23,...,n)
erit
zzic;ya—}-...—l-c;y,,,
et tandem :

A -
Zy=———IYa s
€,

| . Praeterea habemus observationis antecedentis memores :
r(W)=r(g)—1=r(p)—1=r—2.
Completo deinde systemate (19) aequatione
| h=2z,
transformationem linearem n variabilium regularem
21 . 1=Z[z]
nanciscimur, cuiu$ composita cum transformatione (14), id est
(22) o [x]=YZlz],
formam f(x;,.:.,x,) directe in formam
(23) fa, 2., 2)=gR+ 8 B+ (&, .., 2)
mutabit. Simili modo, ut in tractatibus forma f coniunctis invenitur
det. Z=det. Z,=g"¢e,,

et ideo, respectu (14'),
(22) det. (YZ)=det. Y.det. Z=gg’ e,
fore.

Per haec revera via procedendi iam statis mdncatur Si enim
e r(w)—r—Z—O i.e r=2,

quocirca z,; 0 sit, . partem dexteram formulae (23). iam transfor-
matam in summam quadratorum formae f suppeditare; si quidem.
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contra adhuc

r(y)>0

esset, formam ¥, quae tunc n—2 variabiles solum contineret,!%)
secundum praescripta supra stabilita ulterius reducere licebit; etc.
etc. Inde perspicitur post r passus formam tandem g residuam
n-—r variabilium identice evanescentem nancisci; quo facto rep-
raesentatio formae f sicut summa terminis quadratis solum conflata
perfecta erit.’”) Substitutiones denique passus intervenientes ex-
hibentes connectendo, videmus - successionem transformationum
genetricun typi (W) substitutionem linearem et regularem

(29) [x]=H[n]
praebere, qua forma quadratica f ordinis r in summam quadratorum
' (25) N fH g1771+g2’72+ +grnr -
transfertur'®) ; hic quidem patet
- (25) g8 ..4+0
fieri.

Evolutiones. praecedentes reductionem Welerstrassxanam in
summam quadratorum constituunt.
*
Observationes ad modum pendendi matricis H a parametris
e pertinentes in CAPITE TERTIO colligemus, nunc quidem prae-
dicare solum volumus substitutionem (24) per varietatem para-
metrorum e totum examen transformationum typum (25) suppedi-
tantium cohaerere.'?) Ceterum videmus reductionem Weierstrassianam
nec in ulla particula alfernantem esse, sed magis per unumquemque
passum, uniformi semper processu, terminum quendam quadratum
- recentem producere.

16) Numerum variabilium semper sicut fmem supenorem huius numeri
intellegendo.

‘17) Visum est formam residuam ktsm ordinem r —k habere, quocirca
manifestum est condicionem identice evanescendi ante passum sfm non
apparere ; post autem passum rto® forma residua, ordinem r~—r==0 osten-
dens, =0 evadet. :

18) fH significat substitutionem (24) informa f(xy,..., X,) exsecutam esse..

*18) In capite subsequenti omnes reductiones non-singulares formae f.
in typum (26) per transformationes Weierstrassianas — casu quidem formae
non-singularis — perfici posse videbimus. Patet igitur methodum Weier-
strassianam pro hoc casu generalitaten processui a DARBOUX orto aequalem
repraesentare.



114 . L. Grosschmid

Posito tandem r==r(f)==n, formula (25) habitum

(26) fH=g7+ ... +a.7

induere videtur, ubi certo

(26") det. (fH)=g.8...8.,=|H}.det. f3=0
fore.

CAPUT SECUNDUM.

Transformationes Weierstrassianae omnes reductiones
formae in summam quadratorum complectuntur.

Pro insigni complemento explanationum antecedentium et

quadam ratione sicut conversio earum est habendum ,

Theorema I Si forma f(x,...,x,) non-singularis
substitutione quadam regulari ,
(24°%) [(x]="H[n]
in formam '
© (26™) fH=gni+ &7+ .. +&7.
reducitur, ubi itaque
(26”) &g &*0;

matrix H matrice W transformationis cuiusdam Weierstrassianae
— ad formam f pertinenti — permutari potest.%°)

- Demonstratio?) Substitutio ad (24*%) inversa systema
formarum linearium, variabilium x,, x,, ..., x, constituit, puta

. ﬂlzﬂl(xly xl) ey x,,),

(??) 7]1=ﬂ2(xl9 x2v ey xn)r

l "]n=77n (xh xl! RIS ] xn)y
cuius determinans: "

1
det. H +0.

Introductio autem harum formarum (#) in partem dextram
relationis (26¢) evidenter reddet formam f(x,,..., x,); unde qui-
dem oritur

20) Quapropter H=8W statuere licet, ubi enim © matricem transfor-
mationis cuiusdam automorphae formae f significat.
21) Cfr. WEIERSTRASS: 1), pp. 15— 16.
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(27) fl(xl» . -;_xn)Ef(xl: v " AR} xn)-gl(nl(xh vey xn))25
=&, .., %))+ + &M (.-, X0))P
" et porro, adhibente transformatlone (24%%) formae f1, forma

(28) le &mt ...+ g7,

~jam solum n—1 variabiles 7 continens. Itaque perspicimus for-
mam . f; certo singularem evadere et ideo valores

By flay oo oy By
non omnes evanescentes identitatique
o1 8fi
{2 ox;’
satlsfamentés reperm posse ”’)
Licet igitur relationem scribere:

w=0

SR/ o )_
=1 2 (9X, ) '—.2(2 ax g!,]l ax # =.

Eg’: I‘i”i'_glﬂx-l‘__:Z‘C‘[l,»EO,_

~ ubi quidem numeri

29)

an
= 3;? , .

(i=1,2..,n)
coefficientibus formae linearis ‘
(30) A mx, .o x)=ax+...+6x,
determinantur. '

Ex (29) patet

31 . C= 2 cu+0

=

fore, quia aliter iterum ex (29)
Z wiu; =0

flueret, quod autem — non omnibus # evanescentibys — sup-
positae regularitati formae f contradiceret. Ex (31) deinde obvium -
st non omnes c evanescere®) et .proinde u,3=0 esse; £ +0

. ) Secundum (28) et (26”) fit r(f;) =n—1, quamobrem lineae matri-
<is n* gradus formae f; inler se lineari modo dependere debent. -
'#3) Haec condicio etiam e regularitate matncns H extemplo concluditur.
’ : 6‘
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tandem (26") confirmat. Itaque sequitur ratione (29):
(32) mzclx-,-}?...—{—c,,x,,—EZE’:‘E.ui;

si autem systema lineare

anxi+... .+ G X =U;
(i=12,...,n)
pro litteris x solvatur, quod posito def f#0 unica ratione perfici
potest, systema aliud :
alsul+a2t"2+ it
(i=12...,n)
accipitur, in quo quidem, si per characteres A= A,; cofactores
elementorum a,,=a,; in determinante symmetrico |f| designentur,
aequationes
—Au_Aw
: Vit
locum habent. Idcirco
(33) n=cx+...+x,=eu,+...+eu,,
ubi scriptum est: '

et_atlcl+al262+ ' +acncn:

33
( ) _Ifl (A11C1+A;2(:2+ +A1.ucn)
» (i=12,...,n) _
In transitu inici potest, quod ope formarum linearium
1 8F i
(34) 2 lfl (Atlxl+ +Amxn)—-U(X], .. .,x,,),
(i=12,...,n)

ad formam reciprocam

=3

formae f pertinentium, ex. (33') relationes
(33") | o= Ui, Car . - ) )

(i=12...,n)
nascuntur. :

Comperlmus deinde secundum (33), respectu (M-
= Z.C.' = Z el (Xyy . 0y X,) = Z uey, ..., e,).x,

et hinc
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(35) a=uye,...,e,),
(i=12...,n)

‘quod ceterum et ex (33") aut (33”) manifestum est. 5i igitur, pro
variabilibus x identice

h= Zcixi:—z—'z @u; = Z u(a, ..., a).x
T 3 .9 _

supponatur, sive )
u(ey, ..., @,) =g
sumantur, etiam aequationes
' o=¢
(i=12..,,n)
locum habere invenientur. Systema enim lineare
U (X, .., X,)=¢;
(i=1,2..\;n)
respectu | f H:O unicam tantum solutionem pro incognitis x per-
- mittit, et quidem talem suppeditat complexus e, ¢,.. ., €, -in (33).
determinatus, ratione aequationum (35). deehcet 1taque ope (32)
relationes .

M
ac =
(i=12...,n)

subsistere unde tandem per (31), adiumento (35) sequitur:

ZV’. _Tzzeici'zz.eiui(el;"": en)—_‘-r‘
=f(e,e,...,6)+0. :

Enuntiare denique possumus: elementa e, e,,...,e,, sub’
(33") coefficientibus ¢, ¢y, ..., ¢, formae 7, in summa quadratorum -
(26™") determinata, talia esse, ut quaevis iis innisa transformatio
Weierstrassiana genetrix elementaris?) terminum quadtratum g, 7% -
forma f abscindit.

Aut brevius: ad terminum g, 73, per (24**) ab exordio datum,??)
transformatio genetrix typx Weierstrassiani pertinet, qua ille gene-

ratur.
Et revera — collectis supra repertns — tota condicio sequen-

tibus formulis comprehendi potest:

(36) .

24) Notum est quidém unumquodque e;, quod % 0, ad- constructionem
cuiusdam passus generatoris adeptum esse.
%) Idem vero valet pro quovis termino g, ? summae (24“”)
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19 data sunt 2,40 et forma linearis
. ﬁ,_clx1+ «+¢,x,5=026); ‘
2°) per (33) — aut si velis per (33") — numen certn
(e e, e,...,8,
determinantur, quibuscum: ’
3% secundum (35):

(35) a=ue,...,e),
i=12...,n)
et tandem
4°) secundum (36) o
(36) e e en>-—-l+o
evadent.

, Perspicitur enim ratlone promulgatlonum CAPITIS PRIMI
‘formulas nunc conscriptas condicionem constituere, per quam trans~
formatlo quaedam genetnx Weierstrassiana elementis e, e,, ..., €,
superstructa atque formae f adhibita terminum g7 generabit,
Demonstratio vero generalis Theorematis 1. per hactenus evo-
luta nondum est perfecta; perscrutari proinde debemus, quomodo -
deinde termini ceteri quadrati g,73, ..., itemque semper methodo
Weierstrassiana, " alter post alterum abscindi possent?
Construamus hanc ob rem_,anulum“ quendam transforma-
_ tionis Weierstrassianae ad elementa (e) pertinentem. Tam (35)
quam (36°%) certe confirmat unum  minimum ex numeris (e)
non evanescere; puta iam e1=}=037) tuuc substitutio ad substitu-
tmnem '

. "7[: C,xl.-{— “e +C,,x,,,

e
yz=——"£;x|+x2
e, -
‘ yn‘“f_—'e_l—xl ‘ +xm g
- aut curte , ’ =
(37) C [’?h Yay - os, y"]?——.—X[.X], »

~ ) Haec inaequalitas etiam a priori nota est, quia, sicut hunc nexum

iam antea (adnot. %)) mdlcavnmus, matnces H et ideo H™' regulates suppo-

_ountur. . » :
1) Permutanone sxmpllcl mdlcum capt potest



Transformatio Weierstrassiana. ' 119

secundum praescripta formulae (12) CAPITIS PRIMI constructam,

reciproca,®®) formam f(x,,...,x,) in formam

@37) F, v v) =80+ 9 (s 1, 90)
transmutabit. Haque respectu (26"):

(38)' o . '(l’ (y2> ey J’n)Egn’Yg‘*‘ e +gn7]3,

identitatem quidem pro variabilibus x intellegendo, postquam va-
lores y secundum (37), valores % autem secundum (n) per varia-
biles x expressi sunt. Si igitur in aequatione (38) variabiles x -
secundum- (24") transformantur, pars dextera eius intacta ma-
nebit,2®) sinistra contra per substitutionem

(39) [, Y -2yl = XH[ 7],
ex (37) et (24®) compositam, in formam quandam

(/) (7111 712) LERECE] 77n) ;
tranqmutablt quapropter, pro variabilibus 7 1dent1ce’-

PO Moy ) LA - +gum

evadet. .

~ Inde sequitur, — ratione mdependen’nae vanabxhum My - osTar
— omnes coeffncl,entes formae _q) ad terminos typ1 e (¢=1,...,n)
pertinentes evanescere; quocirca autem scribi potest: .. . .
(40) O m, . )=+ &

Manifestum est praeterea eandem formam @ (0,7, ,r],,)'
nancisci via substitutionis 7,=0 a limine, id est expressmnes"
variabilium y,,...,», ex (39) sumptas — respectu 7, =0 —“ii
formam ¢ (y,,...,¥,) introducendo. Hic processus autem evxdenter’
transformationem formae (p(yg,...,y") per substitutionem n—1
variabilium

(41) [y2)-~ ,yn]——B[’h,-- ,’Jn]

significat, in qua charactere B matricem (n— 1) gradus, ex’ XH .
ommissione primae lin€ae atque primae columnae remanentem
nuncupavimus. Superest persuasio de regularitate matricis B. Et

28) Secundam (13) resp. (36) det, X= —g + 0. .
161
29) Patet enim

, (nl=H™' [x|=H™" H[1] =[]
esse. : ) .
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revera protinus perspicitur matricem XH aspectum

10 0
U et l
v B
a, J
induere, quia enim substitutio (39) variabilem 7%, certe immutatam
conservat; habemus itaque propter regularitatem matricis XH:
det. XH =det. B==0;
q. e. d. _
Ex his omnibus concludimus: substitutio Weierstrassiana
[x]: W[nl; ,V27 sy .any

ubi quidem W=X", formam f in formam (37') transfert, in qua
forma residua

q)(er LR yn)r
secundum (l’l_")_{ordinis n—1, talis est, ut per substitutionem
@n o e vl=8Bn, ol

in summam quadratorum

, e=9B=gm+. .. +gm
transformatur. Itaque substitutio (41) forma ¢ regulari ex toto
eundem nexum praebet, quem supra inter (24**) et formam frep-
perimus. Denuo habebitur ergo — antea stabilitis quidem utendo
— passus Weierstrassianus, quo terminus g,73 forma ¢ abscin-

ditur; efc., etc. — Compositione horum passuum transformatio
tandem Weierstrassiana
(42) , [x]=Win]
accipitur, per quam
(43) fw=2 g
exhibetur.

Hac via Theorema 1. omni ex parte -demonstratum est.

*

Hoc theorema lucis plenioris gratia etiam ita concipi potest:
Theorema I, Transformatio Weierstrassiana instrumentum
quoddam generalissimum reductionis formae f(x,, ..., X,) non sin-
gularis, variabiles numero n involventis, in summam quadratorum
constituit; id est: per transformationes Weierstrassianas omnes
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repraesentationes formae f regularis per summam terminorum solum
quadraiorum capi possunt,

Corollarium. Posita forma f(x,,..., x,) singulari, id est

OQr(f)=r<n,

substitutione quadam regulari

[x]=H{n]
habeatur .
(a) fH=gmi+ &%+ ... 87},
ubique ' ‘
. gng"'gr:%:O;
tunc substitutiones Weierstrassianae
[x]=WI[y]
et :
i=Wx]
reperiri possunt, quarum composita:
- [x]=WW]n)

formam f in summam

fWW=fH=gni+ ...+ g7
traducet.39)

Ante omnia hoc duplex Lemma est cognoscendum :
Lemma: 1) Si 0<r<n, et respectu matricibz?s diagonalibus

' B
o | _ B.r.:r ﬂz'. A ]
8,

A= %
o) |

r' gradus matrix M n* gradus ita se habet, ut

(h )Y

(A) | - =|..5% = M'A M,

n-r { ‘ : : .0
lineae o
[
fn -7 columnae

ubi quidem

3) Ergo: H=OWW, ubi 6 matricem transformationis cuiusdam aufo-
morphae formae f signiticat. :
31) Locis vacuis ubique nota 0 est fingenda.
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lineab{ 7 0 J
n-r coluninae
et M’ transpositam matricis M designant, func etiam
(@) B,—= M.AM,
concluditur, si enim M, matricem r% gradus angulum superiorem
sinistrum matricis M’ occupantem, M, quidem illius transpositam
significant. :
‘11.) Si-autem locum habeat (@), simul concludetur ;%2)
®) . - B=MAM,,
cum matrice n* gradus

. ’ .
| . Lyn-e
1 lineae
et .
n'-r columnae

eiusque transposita®®)

Demonstratio ad I. Compositione directa comperimus
..matricem AM n* gradus in angulo suo superiore sinistro matri-
cem A M, r¥ gradus continere, et simul ultimis n—r lineis elementa
tantum O ostentare; idcirco in matrice M’(AM) matrix. r gradus
in angulo superiore sinistro emergens prorsus. M A, M erit, unde
quidem (&) secundum (A) iam innotescit.

Demonstratio ad Il. Et nunc ut supra A, M, est matrix
r¢ gradus, quae angulum superlorem sinistrum matricis compo-
sitae AM, occupat, et haec in n'—r linéis ultimis elementa solum O
continet; manifestum itaque, quod M, A, M,, matrix r* gradus, -an-

32) Obvium est theorema I1.) Lemmatis quodam’ sensu inversum theo- -

rematis 1.) effingere. _
33) In campos vacuos notae 0 sunt scribendae.
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gulum superiorem s:mstrum matricis M, (A M,) explebit ac posterior
in suis lineis, numero n—r ultimis — respectu structurae matri-
cis M, — elementa omnino O habebit. Quoniam tandem symmeltrica
" est matrix M{AM,,%) i_deo vefo sécundum (a):

MlAMl-_l | lv_,

Q. e. d.%%)
Stabilito hoc Lemmate duphc1 demonstremus Corollarmm
.- Imprimis videtur — ratione disquisitionum CAPITIS PRIMI —
transformationem Weierstrassianam regularem.

[xj=wyl
exsxstere qua forma f r% ordinis in formam
(b)y o fW=oyi+.. -t o, v
redngltur ubi quidem
: 0,0, .. .0 =§=0
Et si ad analoglam praecedentmm ponantur:
(& G
] G,_: gz et G= 0,_ ’
2 0
et porro: _ ' o
Qr:. 0)2'.' et. Q=| 0 3
o) 1 o)

ubi quidem G et 2 n% gradus sunt;:aequationes per matrices

expressae atque identitatibus @) resp (b) aequwalentes mamfeste

hae erunt

@ . - G= H'(f)H resp 32 W'(f)W

- et-ideo ordmahm ‘

© G= H'(f)H _H w"' (W’(f)W)W"'H.__
‘=(WTHYQW T H)=MQM,.

3)) Matrix.A enim evidenter symmetrica est, quaprdpter

(MIAMl)' M[AM1
85) Admonere convenit regulas compositionis matricum hic adhibitas
ope @heonae compositionis. matricum q’lssolabtlwm ex un_xco fonte hauriri posse,
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- si-quidem scriptum est
W'H=M . o
" Haec autem relatio (c) omni respectu eandem structuram

revelat, quam in aequatione (A) partis [.) Lemmatis cognovnmus
et ideo habemus ex (c), secundum (a):

@ G, =M2QM,

et praeterea matricem M, non-singularem fore, quia enim ex (d)
O+det.G,=g:8;...8 =det 2 (det. M,)*

concluditur. Relatio (d) igitur indicat substitutionem regularem

© Do dl=MIn, . m ]
variabiles r involventem eksistere qua forma non-singularis
wly’+ -t o, o

in formam non-singularem

. gl‘r]l+ +gr71r :
transformatur. Hinc autem sequitur — in Theoremate 1.) pro n

numerum 5 ponendo — relationi (¢) et matrice W, characteris
Weierstrassiani satisfieri posse, qua quidem relatio
(d’) ' ' . Gr: Mgrwr

aequationi (d) respondens locum habebit. Utendo denique hac
relatione (d’), sicut suppositione praemissa partis 1) Lemmatis
antecedentis, typum quldem () habenti, invenimus secundum (&)

® o G=WoW,
ubi enim W matricem n* gradus
W= 1
"

significat.?%) Oritur tandem ex (g) ope () :.

G= H'(f)H W’W’(f) WW=(WW) (/, (WW)
unde revera-: S -
fH=fWW;

. .

. ) Matrice W, nucleum matricis W.efficiente transformationem matri-
cis W item Weierstragsianam aspectare licebit.
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Hoc cum theoremate est sine dubio coniunctum sequens
aliud, cuius quidem demonstrationem — ope promulgationum an-
tecedentium — quisque facillime perficiet.

Theorema Il. Si formas zngularts f rt ordinis substitutione
regulari

. [x]=H[n]
in quadratorum summam (a) transferatur, etiam transformatio ge-
neralis ,dichotoma*“3")

[x]=Tly],
et msuper alta transformatzo Weierstrassiana
(y]=W{x]
inveniri poterunt, quarum compositione, scilicet
[xX}]=TWin],
identitas .
- JTW=fH
evadat.’®)

CAPUT TERTIUM.
- Investigationes circa problema parametrorum.

Haud superfluum credimus consideratiomes sequentes — nexum
vero rerum ad tempus ferme tantum explanantes — praemittere, 89)
Ante omnia videlicet haec duo problemata:

37) Supposito enim in forma f r ordinis determinante

ayy ... Qyy
...... “ o 4._. 0,
a, 1 . ayr
transformationem regularem
[x]=T[y].

cuius -ope

FT=f(y1s e 50 0,-..,0)1—‘2@}';»,

reperitur, dichofomam, [ex diyoropéw = dissecare, diffindere], — ad f perti-
nentem — vocamus; haec quidem denominatio nobis haud absona videbatur.
Pertractationem transformationum huius generis fusiorem vide ex. gr. apud
T. J. ’A. Bromwicn, Quadratic forms and their cIasszjlcaltan by means of
invariant-factors (Cambridge, 1900), p. 9 sqq.

8) Proinde scribi potest I'W= 6 H, ubi € matricem transformahoms
cuiusdam auatomorphae ad formam f pertinentis significat.

M) Cf. ex. gr. J. A. SerrET, Cours d’Algébre supérieure, tome 1, 6. &d;
(Paris, 1910), p. 548, art. 247, et R, F. Scorr — G. B. MarHews, The Theory
of Determinants, 2. ed. (Cambridge 1904), p. 189, art. 11.



126 - L. Grosschmid

I) exhibeatur substitutio non-singularis
[x]=Z[£],

per quam forma regulans n vanabxhum

f= g‘ @iy X X
in summam quadratorum’
CI fz=a+ Q4. +8
redigatur, aut

II) determinentur elementa ignota ¢ — numero n?* — matricis
regularis n* - gradus :

zZ = (“.'k),
relationi ‘

Z AinXiXn = Z (@1 X1+ @op Xz 4. . +asnx,.)

pro varlablhbus x identicae satisfacientia, —
unum idemque desiderium exprimere. |

n(n41)
2

Haec autem - identitas ultima relatioﬁibus aequabit,

quae: systema sequens constituunt :

. n N
(45) Z; 2,0, =y
8§==
=isk<n)
Quoniam autem numerus aequationum huius systematis quadratici

n(n+1) est, quantntatum ignotarum quidem n?, ideo generahter

expectandum, recte sperandam esset, valores a numero ——— n(n+l)
per relictos a numero
s n(n-}-l)__n(n-—l)
- exprimi posse. Secundum hanc ratiocinationem quantltates (/] nunc
‘ ( —1)

ipsum commemoratae numero —— in matrice Z™' sicut para-

metri independentes fungentur, xdeoque elementa matricis Z iden-
titatem (44) proferentis nihilo minus quam illae & functiones para-

metrorum numero £(£2:_‘_) libere eligendarum erunt.
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His observationibus praemissis superest deinde, ut transfor-
mationem Weierstrassianam et ex parte quaestionis parametrorum
paulo accuratius perscrutemur. ' »

Utamur primo quadam simplificatione, per quam enim una
transformationis Weierstrassianae effigies certa uniformis orietur,
quippe quum tali modo forma f iam ab ovo in sua forma normali

G+8+...+8, (r=r(f))
prodiret. — Ceterum supponatur nunc formam f non-singularem,
id est
r(f)=n
fore; respectu autem designationum symboli in CAPITE PRIMO
introducti conserventur. Si deinde

(2) f(elteﬂy"', en)zy"":o

una cum e, =0 accipiantur, ponamus

(46) ' 7-&,
(1_1 2,....n)

ub1 quidem )’y duorum valorum radicis utrum determmatum signi-
ficat. Habetur ideo ex (2) secundum (46):

(CY)} fle, &, .., 8)=1,
insuper vero

&, —‘V:_—#:O

Scribendo praeterea -
#i = Ui (81, &2, ..., &) =ai1&1+ 282+ . .. + Qintn,
o (i=12...,n)
concluditur : _
c=u;(ei, €2,. .., e)=ane; +ai2€2- . . + Qina=
_ ”—‘V?-(ai151+0i252+---+ain£n)=V;~ %,
porroque
n=axtaxt . +ox =7 (mx+xn+. . +ax )
His omnibus respectis, quia secundum (9) gy =1 et
e, &
?;?, (i=23,. - n?
habetur, identitas (W) CAPITIS PRIMI in relationem
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) flo, Xy, X)=00X + %X+ ..+ 2,X,)0+
: , R < g 2
+f(0, X2 ___,ﬁ?_x“ .- -,xn_’Lxl)— (Z ui(xi—_lxl))
g =2 )
transnet quoc1rca autem si hic inversa substitutionis

X+ tX+ . FrX, =X,

- ——-—z—xl-i-xz =X,
(48) N
. e
- £, Xi +xn =X
curte
“ K=Wix]
adhibeatur, ubi quidem?*?)
1 £

(50) det. W, = =& +0*)

det. (88) ~ me+ ...t e,

transformata sub (15) scriptae respondens

(51) f(xi,x;,...,x;)Ex12+f(0,5c;,-- (ZH)
=X+ (x, ..., X n)

nanciscetur, in qua igitur aequatio identica

, ) n- 2
QX ..., X)=f0,x,... x')—(Zx,-x;) =
' —2 Za,,,xxk,

=2 k=2

IH

62)

cum coefficientibus _
- (83) @, = Q;— %%,

(6, k==23,..,n)
locum habebit.*?) Ratione evolutlonum respondentlum CAPITIS
PRIMI notum est
(53) o r(g)=r(f)—1=n—1
fore. - - —

40) Cf. (13) supra.
41) Est enim propter (47) :

“7) Zn? xie,-:zlzn'e;u;(e,, e En)=f(eg,.. , g)=1.

1=] 1= .
#2) {taque coefficientes a;; polynomia respectu elementorum & secund:
gradus offerunt. Quod ad valorem det. ¢ spectat, vide infra ADNOTATIONEM.
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Et si nunc numeri ¢,. &,,..., &, ubicunque velut parametri
variabiles conspiciantur, et has quantitates ¢ relationibus

(54) FEn 0. 8)=1 et 0

" solum satisfacere debere memoremus, transformationem (49) tam-
quam n—1 elementa e complexu

(9 £, 8&,..., &,

idonee sumpta atque parametros libere eligendas repraesentantia
involventem aspicere licebit. Hic ideo status .est post passum
. primum transformationis Weierstrassianae; perlustremus ‘adhuc
breviter tabulatum consequens reductionis. Sumantur ad exemplum |
praecedentium numeri '

(‘ ’ »
&, &, .., 8!\!

quibus ,

(55) e, E)=
et eodem tempore

(35) .. S &§F0

inveniantur: Hoc autem casu _supponere convenit valores — ante-
_ cedentibus satisfacientes — seriei (¢) ad tempus fixos esse, et ideo
secundum (53) @==0 fore atque relationi (55) numeris non om-
nibus evanescentibus satisfieri posse. 43) Sx deinde scnbatur ”

x; —a,2£,+a,3sd+ +am ns
(t--2,3,...,n) )
_ita ut fiat ‘
' ‘ R e ) —¢(€z,...,'n)#1,
.per substntutxonem inversam substitutionis

X, ' . - . A-——Xl,'. . . .
”2x2+“sxs+ +"x =X, e
& ., " o o

— —Xp+ X3 = X3,
&

— 2 x; +x, =X

P N 82 . . - HEN
" variabilium totalitatem implicantis, puta S

(36) L XY=,

43) Status &% 0 fransignatione apta capi potest. -
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forma _

FX Xy, %)
in formam
67 F XL X)) =X (X, X))
transmutabitur, ubi quidem

rp)=n—2 )

et : : :
det. W, =&, 0,
coefficientes autem formae

u)(x:"' x )—z Z/de’x;’

per analogiam’ (53):
Bix = QW %, = Oy — A Ky — K K,
G, k==34,...,n)

erunt. Expressiones g igitur polynomia secundi gradus respectu
quantitatum ¢, quarti gradus contra respectu eleméntorum ¢ — ob
valores @ in formis »' occurrentes — constituunt.*¢)

Innitentes ergo supra circumscriptis n—2 valores adeptos
ex serie
€) - €, Ey e e ey by
electos, sicut parametros independenter variabiles aspectare et ideo
enuntiare possumus: in substitutione lineari

[x]= W W, [x"],

ex substitutionibus (49) et (56) composita elementa- matricis W, W,
a parametris numero (n—1)+(n —2)=2n—3 liberis pendent.

Hac via autem in constructione transformationis Weierstrassi-
anae porro progredientes, statim perspicimus unumquemque passum
generatorem, quo terminus quadratus — alter post alterum — a
forma principali abscinditur, seriem ulteriorem parametrorum no-
varum introducere, atque has series recentiores — multitudinem
ordinatim unitate imminutam parametrorum  continentes -—— prae-

cedentibus cum seriebus — in colligatione ex supra traditis

elucenti — se coniungere. Momentum quidem implicationem super-
positarum serierum parametrorum succedentium efficiens in eo
conspicari potest, quod coefficientes formae cuiusvis residuae poly-

4) Valorem det. ¢ vide infra in’ ADNOTATIONE.

T
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nomia omnium parameirorum praecedentium repraesentant. Patet
idcirco spatia varietatis pro seriebus singulis parametrorum inter
se non independentia fore. Itaque haud dubium est determinationem
concinnam spatiorum variandi valorum singularum parametrorum
independentium disquisitionem specialem et seorsum perficiendam
requirere.*®)

Adducimur attamen ipsis discussionibus eatenus traditis ad
sequentem affirmationem — magis vero superficiarii generis —
nunc quidem unice appetitam: transformatio Weierstrassiana se-
cundum praescripta antecedenter evoluta constructa, puta

[x]= W[},
qua enim forma f(x,,...,x,) n* ordinis in suam formam normalem
fW=g+8+...4+2
redigatur, omnino '
(n—1)+(n——’2)+'...+3+2+1=n—(£2:—]—)
parametros ,independentes“ in elementis matricis W implicatas
continebit. : '

ADNOTATIO.

Ex identitate (51) protinus derivatur:

" det. f= det. p==(det. W,)?. det. f==¢}. det. f,

aut quod idem est:. .

@ =g [ajll ;\

(k= 23,...,n) Gl=12...,nm)

haec autem relatio ope aequationis

#&+ a6+ ..t x,e, =1 , '
etiam per transformationes simplices determinantium facillime veri-
ficari posset. Eodemque modo accipitur ex (57):

det. f=det. ¥ = |a,,—x,x,—x,x,| = £26,2. det. f;
(i,k=3,4,...,n)

efc., etc

¢
) Observare convenit transformationem Darbouxianam a limine vero
aliquid obvolutiorem esse, quippe quod- minus aperiat accessum ad indicium
non solum de numero parametrorum independentium in transformatione inclu-
sarum, sed etiam de modo praesentiae harum parametrorum.

g
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. CAPUT QUARTUM.
Transformatio Jacoblana sicut casus specxalls.“)

Fiat ;
det. f=la,|=A4
(k=12 ..,n)
-et ponatur:
An_ist, n-itl An-itl, n=ix2 . . « Qa-itl,n
AO | Gn-itz nein An-iv2, n-i+2 + + + An-i42n
(58) A n-i+t An, n-i+2 Qnn
_"TA

i=12...,n—1),
aauaa.,o Y TP ( - )

denique unitatis gratia: A® = A, Habebitur itaque ordinatim

. An-1, n-1 an—-l n (n ) 62A
m__ @__| “n-besl ' A®D . O
A un, A7 An, n-1 Qun ‘_,.“, ‘
- - 0A :
A(n ) r o "‘Anr A(n)=A'.'
si quidem specnahter A,, cofactorem in A ad' a,, pertinentem 81gm-
ficet. Mmores capitales sic deﬂmtos »minores subcardinales resp.
‘ 1, 2, cee T
gradus determmantns A appellare volumis. In 'subsequentibus
omnes hos minores capitales ,cifra“ differentes, id est

(59) AVAP . A" D A L0

supponemus. : ‘ : A
Construamus deinde ad scopum nostrum reductam quandam

specialem formae f summam quadratorum OSténtantem cuius.vero

identitatem repraesentatione Jacobiana statxm agnoscere possxmus .

'Ponamus enim hanc ob rem:%)

(60) e, =4, =A"" s 6 =4y, .., =4y,

ubi quidem A;, cofactorem in A ad a, pertmentem» designat ;

reperietur ideo:

ci;allel+alze2+...+'a,',,-e,,=auAu-{—am‘Alg—{-.;.;{—al',,Aln—-:'A,

et porro '

46) Cf. WEIERSTRASS : 1) 'p. 18—20,
47) Cf, undique designationes et evolutlones CAPlTlS PRlMl
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G=a;,e-+.. !~a,,,e,,_.a,lA“+ .+a,A,,=0;

(i=2,3,...,n)
habebitur itaque ' o
fle,...,e)=y —-cle,—{- e, =AA,=AA"V 0,
quapropter - - I
1 1
T A

denique autem
n=aoxi+...+cx,=cax=Ax,.

His cum valonbus promde xdentxtas (W) CAPITIS PRIM[
formam -

A » |
) feux) =m0 0)
induet, in qua .
. ' ’ A
61’ Yi=x——-x
®1) Y Ay

(i=2 3,..., n)
intellegendum "est. '
ln aequalitate (61) matrix formae n—1 variabilium
FO Ve V)= (s 1)
evidenter
* : (A(Ml)) = (aqk)
(b k=2,3,...,n)
erit, eiusque determinans '
det. g = A"V 0.
Ponamus deinde cum cofactoribus AJ, " ad elementa primae’
lineae determinantis A"~ pertinentibus : | |

E;‘=A§2-l) (n 2):’1’:0 e — (n l),. A(n 1)
quo autem fit
=y €+ ...+ a;,6,=det. p=A4""Y
et -

G=aye+...+a,e=0;
(=3,4,...,n)
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praeterea fluent inde
@&, ... e)=r=ce+...+ce=A""" A"+,
atque
, 1 . o n-
::_77; y2=C2}’2+_- oy, =A Y. 9.
Hanc per viam- oritur transformata formae ¢, expressioni (61)
similiter constructa:

A(n-l) . )
(62) 9’()’2:---»J’..)EW-J’%—HP(O,J&,---,y..),
ubi quidem variabiles y; et y; aequationibus
; ) A“:- 1)
(62) . ,y;=y.~—zf:.—2,-yg
' (=3,4,...,m)

coniunctae sunt.

* Per has evolutiones certe satis persuademur methodum re-
ductionis nuperrime perlustratam — respectu enim suppositionis
(59) — etiam porro adhiberi et tali modo tandem ad -repraesen-
tationem

A!n) A(n—l) A("~ 2 .
f(x1)x2,"_'ixn)E_(,,—_~]—)'x?+ (n_2,~y§+ (,,,3)-}’52’1‘
©3) AA‘2> A A

D AN S

formae f perveniri posse; hic autem habetur
A=A, AV =aq, ..

Restituantur deinde ubique in summa (63) quadratorum va-
riabiles x principales; cum notatione .

habemus ex (61")
yz:xzﬁl'azlxx;l
secundum (62') autem, ratione (61°):
Vs=Yat BYo= Xzt Qo Xy @3, Xy,
ubi constantes @ una cum £ variabilibus non pendebunt. Ita con-
tinuando simili rationc perspicietur valores y{*-? per variabiles x
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expressos typum

(k-2)

Vo T=XctanraXe4. e

(k=3,4,...,n)
ostentaturos esse. Identitas (63) ergo in sequenti forma adscribi
poterit :
f(xl, X2, -« 0y xn) =aun (x,.—{»a,, n-1Xn-1F ...+ Cu2X2+ n; X1)2+
@ ,
+T'_(xn~l + v +an—l, 2X2+an-1, 1x2)2+

A(ﬂ 1)
o e 2)(xz+a21x1)2+

+ xl,

A
A(” n-
unde autem revera lucramur hanc formam transformatam ab ea.
repraesentatione Jacobiana formae f non diversam fore, quae ad
successionem
, x;.,‘x,._l,...,xz,_xl

variabilium x pertinebit.*8) :

Manifestum enim est inversione successionis et hnearum et
columnarum cuiusdam determinantis valorem eius non mutari
ideoque minores sub-cardinales determinantis principalis cum mino-
ribus  graduum respondentium supra-cardmahbus determinantis
inversi ordinatim congruere.

(Acceptum die 17. mensis Iunii a. 1932.)

48) Cf. Jacosi, Ueber eine elementare Transformation eines in° Bezug -
auf jedes von zwei Variablen-Systemen linearen und homogenen Ausdrucks,
Gesammelte Werke, 111 (Berlin, 1884), pp. 585—590.



