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Bemerkungen iiber Fourier- und Potenzreihen.

Von S. SipoN in Budapest.

Trigonometrische Reihen mit Liicken sind Gegenstand mehre-
rer in letzterer Zeit erschienenen Arbeiten. Mit Hilfe eines zum
ersten Male von Herrn F. RIESZ angewandten Produktes!) bewies ich?)

Satz 1. Erfillt die unendliche Folge positiver ganzer Zahlen
n...n,...5 die Bedingung A: " '

n;u >g>1 (g von k unabhingig),
. .

oc
so muB, wenn > (a,cosm,x-+bsinn,x) die Fourier-Reihet) einer
k41 ’

einseitig beschrdnkten Funktion ist, Z (la,|+1b.]) konvergieren.
k=
Spiter bewies ich®) den

1) F. Riesz, Uber die Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion von
beschriankter Schwankung, Math. Zeitschrift, 2 (1918), S. 312—315.

?) S, Sipoxw, Ein Satz iiber die absolute Konvergenz von Fourierreihen,
in denen sehr viele Glieder fehlen, Math. Annalen, 96 (1927), S. 418—419
und Verallgemeinerung eines Satzes iiber die absolute Konvergenz von Fourier-
reihen mit Liicken, Math. Annalen, 97 (1927), S. 6715—676.

3 Mit ny,...,n,... bezeichnen wir hier immer Folgen positiver ganzer
Zahlen und zwar ist fiir jedes k¥ n.p1 > n,.

4) Fourier-Reihe bedeutet hier immer : Fourier-Reihe einer im Lebesgue-
schen Sinne integrierbaren Funktion.

5) S. Sipox, Ein Satz iiber trigonometrische Polynome mit Liicken und
seine Anwendung in der Theorie der Fourier-Reihen, Journal fiir die reine
und angewandte Math., 163 (1930), S. 251—252 und Ein Satz iiber Fourier-
sche Reihen mit Liicken, Math. Zeitschrift, 34 (1932), S. 481—484. Den Zitaten
der letzteren Arbeit fiige ich hinzu: A. Zyemuxp, On the Convergence of
Lacunary Trigonometric Series, Fundamenta Math, 16 (1930), S. 90107,
wo der 2 enthaltende Satz bewiesen wird: Ist Bedingung B erfiillt und

e

E (arcosm, x 4 by sinn, x) in einer Menge von positivem Mafle nach einem

k=l
die Toeplitzschen Bedingungen erfiillenden linearen Verfahren summierbar, so
o

konvergiert Z (a3 + b7).
=1
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Satz 2. Erfiillt die Folge n,,...,n,,... die Bedingung B.®)
In der Folge n,,=2n,, no=n+ny, m,=n—m,... n;=2n,
v M=+ N, N =n,—n;, ... bleibt di: Anzahl der gleichen
Glieder unter einer von i und k unabhdngigen Schranke G, so

Qo
muf, wenn Z (a,cosn,x+b,sinn,x) eine Fourier-Reihe ist,
k=1

(a,, + b}) konvergieren.

iIWQ

Letzterer Satz hat sich als Folge des Bestehens der Unglei-
chung
Z‘n %n

) ' OJ | T, (x)|dx > C LJ Te(x) dx}?

mit von T,(x) unabhangngem C>07%) fiir jedes trigonometrische

Polynom T.(0)= Z (a;cosn;x + b;sinn,x) ergeben. Bedingung B

ist fiir das Bestehen von (I) hinreichend, aber nicht notwendig.?)
Die durch das Bestehen von (1) definierte Eigenschaft einer Index-
folge nennen wir die Eigenschaft [9).

In engem Zusammenbange mit den soeben zitierten Satzen
stehen diejenigen iiber die zu einer Liickenbedingung geniigenden
Indexfolge gehorigen Fourier-Koeffizienten. Wieder durch Anwen-
dung des F. Rieszschen Produktes erhielt ich!®) den

Satz3. Sind ¢,...,¢,... und ¢,...,¢&,... zwei reelle
" Nullfolgen, so gibt es, wenn n,, ..., n,, ... die Bedingung A erfiillt,

eine Fourier-Reihe Z' (a,cosnx+b,sinnx) mit a,,=¢€,, b,,=¢,.
n=0

Herr BANACH bewies!!) den
Satz 4. Besifztn,,..., n,,... die Eigenschaft 1, so existiert, wenn

%) Bedingung B enthilt die oben mit A bezeichnete als Spezialfall.

) C, C' werden hier auch weiter diese Bedeutung haben.

8) Siehe Teil 2 dieser Note.

%) und zwar sagen wir, die ndmliche Indexfolge besitze die Eigenschaft
I mit der Konstante C, wenn letztere die Konstante der zur Folge gehorigen
Ungleichung 1 ist.

10) S. Sipon, Einige Sédtze und Fragestellungen iiber Fourier-Koeffizi-
enten, Math, Zeifschrift. 34 (1932), S. 477—480. Eingesendet am 1.-August 1928.

1) S, BanacH, Uber einige Figenschaften der lakuniren trigonometri-
schen Reihen, Studia math., 2 (1930), S. 207—220.
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D (24 ¢,?) konvergiert, eine stetige Funktion,*?) fiir deren Fourier-
Reihe ZO (a,cosnx+ b,sinnx)  an,,—=¢, by, =2¢ gilt."%)

Dieser Satz, dessen Richtigkeit zu entscheiden, ich loc. cit. 19)
als Problem gestellt habe, wurde von mir unabhdngig wieder-
gefunden und mit einer von der in der Banachschen Arbeit an-
gewandten verschiedenen Methode bewiesen.!?)

Folgende Zeilen enthalten einige einfache ergdnzende Bemer-
kungen zu den oben angefiihrten Resultaten. Am Ende dieser Note
befasse ich mich auch mit der Gesamtheit der Fourier-Konstanten
stetiger Funktionen. '

1.

PALEY und ZyGMUND bewiesen'®): [st 2 (a%+ b;) kon-
vergent, so lassen sich die Faktoren &, = +1 derart bestimmen,
daB fiir beliebiges ¢ >0

o — (L
D &, (logn) (z+2) (a,cosnx+ b,sinnx)

n=2

12) Stetige Funktion bedeutet hier immer eine fiir 0 << x < 27 iiberall
stetige Funktion.

13) Bei BanacH ist Satz 4, den er als Korollar eines fiir allgemeine
Orthogonalsysteme giiltigen Satzes erhilt, nur fiir den Fall des Erfiilltseins
der Bedingung A ausgesprochen, im Beweise aber nur [ beriicksichtigt.

1) S. SipoN, Ein Satz iiber trigonometrische Polynome und seine Anwen-
dung in der Theorie der Fourier-Reihen, Math. Annalen, 106 (1932), S. 536—539:
Der erste Teil des dort fiir Satz gegebenen Beweises 48t sich kiirzen : Durch

k k 1t
Kombination der mit max Z @ico,+bidy) | > C[ Z (a? + b?)J * — wo
i=1 t=1
a; und b; beliebige reelle Konstanten, ¢, und d, die Fourier-Konstanten der
Funktionen bedeuten, die dem Betrage nach kleiner als 1 bleiben — iHquiva-
lenten Ungleichung I mit dem dort angewandten geometrischen Lemma folgt
sofort die Existenz einer Folge gleichmiBig beschrinkter Funktionen f,(x),...,
@

- e (x), . .., in deren Fourier-Reihe f; (x) ~ Z (CaxcOSnX+-d,iSinnx) cp =&,
ri=0
d, = ¢ fiir i<k ist. Dieser Teil des Beweises, sowie die Auswahl einer
schwachkonvergenten Folge aus der Folge der f;(x) mit der beschrdnkten
Grenzfunktion f(x) ~ 3(c.cosnx 4 d,sinnx), wo ¢, =g¢;, d, =& ist, lift
sich unmittelbar auf allgemeine Orthogonalsysteme iibertragen.
15) R. E. A. C. Pauey and A. Zveuusp, On Some Series of Fonctions,
Proceedings of the- Cambridge Philosophical Society, 26 (1930), S. 337—357,
insb. Theorem VIL :

K
“
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die Fourier-Reihe einer stetigen .Funktion sei. Hieraus folgt
unmittelbar: Hat n,,...,m,... die Eigenschaft, daf wenn

Z (Aicosn.x + B,sinn,x) die Fourier-Reihe einer stetigen Funktion
k=0

ist, > (|AJd+|Bi|) konvergiert, so mub > (logn,)™"*? fir je-
k=1 k=1

des 0 >0 konvergieren, dies ist auch die notwendige Bedingung
dafiir, daB die zu den Indizes n,,..., n,, ... gehorigen Fourier-
Konstanten einer im Lebesgueschen Sinne integrierbaren Funktion
aufler der Konvergenz gegen O keiner anderen Beschrinkung

unterworfen seien. ’
2,
DaB Bedingung B die Eigenschaft I zur Folge hat, hat sich aus
2n 12 2r 2
U[Tk(x)ux [JT,?(x)dx]
2a — > =
Of T} (x)dx uf Ti(x)dx

ergeben. Nun ist aber

~ 2n 2 ' -
(a3 { 1PI@Idarga)]
_.Ozn > jz]=1 -

JTi0dx LI darg2) |

wo das rationale Polynom P,(2) durch R[P,(2)]= T.(argz) fiir
|z] =1 definiert ist. Fiir das Bestehen von I ist also schon hin-
reichend, daB in der Folge nn,, = 2n,, ny,=n, +n,,...,n=n;+n,,...
die Anzahl der gleichen Giieder unter einer von ¢ und k unab-
hiangigen Schranke bleibe; auch die Vereinigung endlich vieler
solcher n,-Folgen besitzt die Eigenschaft I. Diese Verallgemeine-
rung der Bedingung B bezeichnen wir mit B’.'%)

3.
Einer Arbeit von PALEY!?) 146t sich die Tatsache entnehmen,

16) B’ ist tatsichlich wesentlich allgemeiner, als B; z. B. wenn n,,.
. !
ny,... der Bedingung A geniigt, erfiillt. die Folge der 2 My, wo [ unter

«ey

=1
einer festen Schranke bleibt, die Bedingung B’, aber nicht B.
1) R. E. A. C. PALEY, A Note on Power Series, Journal of the London
Math. Society, 7 (1932), S. 122—130. '
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daf fir jede Folge n,,..., n,, ... von der Eigenschaft |

k k
> e > 2 1at)

1=1
ist, wo C’ nur von der Konstante von I abhingt, e; beliebige
komplexe Konstanten bedeutern und die.a, die Koeffizienten der

1
)
max

Potenzreihen D, a,2* durchlaufen, die fir |2|=<1 stetig und dem
n=0

Betrage nach kleiner, als 1 sind.!®) Es gilt also der Satz 4 ver-
schérfende

Satz 4. Hat'n,, ..., n,, ... die Eigenschaft | und ist >, ||
k=1

konvergent, so gibt es eine flir |z|==1 stetige Potenzreihe Z a,z"
- n=y_
mit a,, = &,. _
Ich erwihne hier, daf wenn die Indexfolge n,, ..., n,,.

die Bedingung A erfillt und ) |¢2| konvergiert, sich die Exi-
k=1 .

o
stenz einer fiir |z < 1 gleichméBig konvergenten Potenzreihe > a,z

n=uy

mit a, =& beweisen 146t.!°) Hieraus folgt, daf der Carlemansche

18) Es’fdlgt auch aus dem Bestehen von
2x 1

K k 5
J Z(a? cos mx + ai sinmx){ dx > C [ 2 (e 4 a? )j
0

=1 i==1
as . - ’ ”
fiir eine gewisse reelle Konstantenfolge «;, o;

1
k 2
se[ S

=1

k
max Z (@ +ia)

t=]

19) Dieselbe ergibt sich durch Komposition der nach Satz 4’ existierenden

(e}
fiir {z| <1 stetigen Potenzreihe Z a,2" mit 0,,=&p mit dem F. Riesz-
n=0

-1

1 o .
schen Kerne Z II (14ptcos mye,x), wo p>1 und fest ist, I den Un-
r=0 k=0 ¢ ’

l e
gleichungen ¢! >3, 14— <q geniigt (q bedeutet hierbei im —-t" ) '

Mg
2n

Fiir die Partialsummen s;(x) des letzteren gilt:J |se(x)|dx=0().

-
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Satz iiber den Konvergenzexponenten der Fourier-Konstanten der
stetigen Funktionen sowie dessen von Herrn GRONWALL und von
mir herrithrende Verschdrfungen®®) schon fiir die Klasse der fiir
|z]=<1 gleichmadBig konvergenten Potenzreihen gelten, was auf
das Verhaltnis zwischen gleichmaBiger und absoluter Konvergenz
der Potenzreihen neues Licht wirft?!) Es gilt auch der folgende
algebraische

Satz 5. Ist Z|e?| =1 und besitzt die Folge der n; die Eigen-

nr

schaft 1, so gibt es ein Polynom 2 aZ mit a,=e¢ fir i<k,
1=0

n
Z a2
=0

Beim Beweise dieses Satzes benotige ich den

welches fiir |z|<1 die Ungleichung < C erfiillt.

k
Hilfssatz. Erfillt jedes komplexe Polynom P,(2) = D, a;2"
. =1
die Ungleichung

1

| 1P dp> c'[ [ 1p@rdel’,
l2]=1 Jef=1
(wo p=arg2), so besitzt die Folge der n, die Eigenschaft | mit einer
nur von C’ abhdngigen Konstante.?®)

Beweis des Hilfssatzes. Es ist, wenn die q; die
Koeffizienten der Potenzreihen durchlaufen, die fiir |z|<1 dem

-2y T. CarLeMaN, Uber die Fourierkoeffizienten einer stetigen Funktion,
Acta math., 41 (1918), S. 377—384; T. H. GrRoNwALL, On the Fourier Coeffi-
cients of a Continuous Function, Bullelin of the American Math Society, 21
(1921), §. 320—321 und meine in 5) an erster Stelle zitierte Arbeit.

21) Siehe z. B. E. Lanpau, Darstellung und Begriindung einiger neuercr
Ergebnisse der Funktionentheorie (Berlin, 1929), S. 68—69.

22) Dieses Lemma, das den ersten Teil von 2 als Spezialfail enthilt,
ergibt sich hier als Korollar der Tatsache : Aus

k
E G;Zﬂi

1=1

X

ww>c| e,

=1

jzl=1
fiir eine gewisse unendliche Konstantenfoige a;, folgt

('_Z:az')dzundj s(Z‘a )f1z>c(‘§"|u?|)1

=1
|zf==1 jei=1

wo C’ nur von C abhingt.
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Betrage nach kleiner als 1 sind,

Eo\T
o ) <2 |
i=1
el=1 <
< C” max IZ a;Qgn,
1%
o [ (g
t=1

jz]l=1
(C”, C’” hingt nur von C’ ab), woraus die Behauptung folgt.

Beweis des Satzes 5. Es bezeichne P,,(z)=Z(;anz"

k
Z QQ4p, -1 '<

i=1

k
ER(Z aiz4n.'-l)‘dq)<cn max
$==1

<

de

eine Potenzreihe mit a, ==¢ fiir i<k, fiir welche im Einheits-
kreise |P,(2)j< C gilt. Aus dem soeben bewiesenen Hilfssatzes)

folgt auch die Existenz einer Potenzreihe g,(2)= 2, b.2" mit

bn,-n,=¢; flir i<k, welche fur |z} <1 ebenfalls die Ungleichung
lg.(2)| < C erfiillt. Bezeichnet S;(2), Ti(2) das i-te arithmetische

Mittel von f;(2), bzw. g,(2), so ist S, (2) + 2™ T,,,,(—;—) ein Polynom
von der gewiinschten Beschaffenheit. '
4,

Erfiillt die Indexfolge n,,...,n,, ... die Bedingung B’, so
gilt aufer I auch '

27 m .
u T (x) dx] >C‘J TH(x)dx,

wodurch die Frage nahegelegt wird, ob nicht schon die Folge der
Exponenten von T?(x), also 2n,, n,+ny, ny—ny, ..., 20, ...,
n,+n, n,—n;(k>1i),... die Eigenschaft 1 besitzt. Hierauf be-
ziehen sich folgende Bemerkungen.

a) Sind die Glieder der Folge 2n,, n,+n,,..., n+n,,...,(i<k)
alle von einander yerschieden und ist k' <gk, wo k' durch
n, <2n, <ng.,, definiert, q<—i— und von k unabhidngig ist, so
gilt, wenn N, > N,>...> N;>... die der GroBe nach geordneten

%) wenn derselbe auf die endliche Folge ny—ny,...,00—n;,..., 0
angewendet wird,
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Giieder der Folge n,+ n, bedeuten,

ﬁzNi
J (Zz":) +Zzz"’+2 > Az"i+"zA

]z]-— j=1 l>k,nj+nl§NK

wo k durch 2n, <Ng<2n;4, bestimmt ist. Nach dem in 3 be-
wiesenen Hilfssatze folgt also auch

il

8) Erfiilit die Folge der n, die Bedingung B mit G=1, so
gilt, wenn N;,...,N, ..., Ny die Glieder der endlichen Folge
0,20, ny+ny, My—ny, ..., 20, ..., a;+n, m—n;, ..., 20, WO
[>j, j und I <k, bezeichnen, fiir jedes trigonometrische Polynom -

dz=

|2 1—1 '
1
dz> CK? 2

L
]

dx>CK

Z cos N, x

K
T (x)= 2 (A;cosN,x + B;sin N,x)
1=
die Darstellung

k+1 k ) 2 -
Te(x)= l}: L; (a;;cosn;x +b;, sinn,.x)] ,

wo die Konstanten a und b im Allgemeinen komplex sind. Sind
sie reell. (also ist 7x(x) jedenfails posmv), SO ergxbt sich sehr leicht
die Ungleichung

2] HTK(x) i >6[n7'§. (x) dx.

Gilt eine analoge Ungleichunz nicht auch im aligemeinen
Falle? Ich halte das, besonders, wenn T;(x) positiv ist, fir wahr-
scheinlich.

5.

Sind die @; und B; beliebige reelle Konstanten und durch-
laufen die a; und b, die Fourier-Konstanten der stetigen Funktionen
- die dem Betrage nach kleiner als 1 bleiben, so ist?®)

1) Aus dieser Tatsache folgt der in 3 angefiihrte Carlemansche Satz,
der somit auf die einfachste Weise bewiesen ist,

%) Siehe meine Note: Ein Satz iiber die Fouriersche Reihen stetiger
Funktionen, Math. Zeitschrift,-34 (1932), S. 485486 und PaLEY, loc. cit. 17).
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1

n n 2

max Z(; (Iaiai‘ + Ibiﬂ"') > C[ Z (a?-{- ﬁ?)] .

Hieraus ergibt sich durch Kombination mit dem loc. cit. 14) ange-
wandten geometnschen Lemma

Satz 6. Der kleinste konvexe Bereich der Punkte mil den
Koordinaten &y, &4y, €0, ... 84, b, ... 6,0, €b,, wo ¢ und
g =11, eathdlt eine 2n+ 1 dimensionale Kugel vom Radius C,%)
deren Mittelpunkt der Anfangspunkt ist. '

Gilt dieser Satz auch fir n=00?%") Aus der bejahenden
Beantwortung dieser Fragestellung,?®) deren Beweis ich in. einer
" baldigen Mitteilung zu geben hoffe,- folgt: Der kleinste konvexe
Bereich der Punkte mit den Koordinaten & A,, .. ., £,4,, €.B,,... wo
e, und & =-+1 und die A,, B, die Fourier-Konstanten der stetigen
Funktionen durchlaufen, ist der ganze Hilbertsche Raum.

Der aus Satz 6 durch Ersetzung der n-ten Partialsummen
der Fourier-Reihen der gleichmiBig beschrinkten stetigen Funktionen

2k
2n41°
Osk= Zn) gleichmébig beschrankten trigonometrischen Polynome

durch die in den Einheitswurzeln (d h. an den Stellen x =

n-ter Ordnung entstehende ebenfalls richtige?®) Satz 146t sich
geometrisch so formulieren: Ist der Mittelpunkt eines Wiirfels

1
2n 4 1-ter Dimension von der Kantenldnge (2n4-1) ® Anfangs-
punkt eines rechtwinkeligen Koordinatensystems, auf weliches bezogen
die Kanten des Wiirfels die Koeffizienten der orthogonalen Substi-
tution

_12m
y0=(2n+l) skg;xk)

1 2n y
$=202n+2) *® Zcosﬂn—xk,

1
, 2 2ikn
y,._2(2n+l) Zs 2n+l X,

. %) C bedeutet jetzt eine von n unabhdngige Konstante.

27) Hierbei ist unter dem kleinsten konvexen Bereich einer Punktmenge
des Hilbertschen Raumes die Gesamtheit- der Schwerpunkte aller aus endiich
vielen Punkten der Menge bestehenden Kombinationen zu verstehen.

%) Es geniigt die Frage fiir die Klasse der beschrinkten Funktionen
zu erledigen. Bei festem & bilden dann die Schwerpunkte k-ter Ordnung der
in- Rede stehenden Menge eine perfekte Menge des Hilbertschen Raumes.

%) Gilt auch fiir die gleichméflig beschrdnkten Polynome r-ter Ordnung:
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fir 1<i<n als Richtungskosinusse haben, so enthilt der kleinste
konvexe Bereich der Gesamtheit der zu den Punkten des Wiirfels
gehorigen Koordinatenparallelepipeda eine 2n-+4 1 dimensionale
Kugel vom Radius C. Kann hier der Ubergang auf den Kleinsten
konvexen Bereich unterbleiben, so folgt hieraus, daB die Fourier-
Konstanten der stetigen Funktionen auBer der Konvergenz ihrer
Quadratsumme keiner quantitativen Beschrinkung unterworfen
sind.3%)

(Eingegangen am 30. Juli 1934.)

. 30) loc. cit. 1) Fragestellung. Berichtigung hiezu, Math. Zeitschrift, 35
(1932), S. 624. ’ .



