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Gégenseitige Schreiersche Gruppenerweiterungen.

Von L. REDEI und O. STEINFELD in Szeged.

Durchwegs seien gegeben zwei Gruppen G, I, von denen wir bequem-
lichkeitshalber annehmen, daf sie elementfremd sind. Bekanntlich nennt man
eine Gruppe (5 eine Schreiersche Erweiterung von I’ mit G, wenn & einen
Normalteiler /" hat, so daf} die lsomorphlen

r'=r, §r=e
gelten. Eme solche Gruppe (% bezeichnen wir kurz mit GolI"

Unter einer gegenseitigen Schreierschen Erweiterung von G und I ver-
.stehen wir jede Gruppe, die gleichzeitig -ein Go/" und ein I"o G ist. Diese
Gruppen bezeichnen wir mit Ge[l. (Die Begriffe GelI” und I"e G fallen
zusammen, dagegen braucht ein Gol™ im allgemeinen kein "o G zu'sein.)

Ausfiihrlich gesprochen sind also die Ge [ diejenigen Gruppen &, die:
zwei Normalteiler G', I’ enthalten, so daf

¢G=qG, I"'=I G6G=I 6I"=GC

gelten. Ist dabei der Durchschnitt von G’ und I das Einselement (von ®),
so ist & bekanntlich das direkte Produkt G><I" von G und I". Auch umge-
kehrt ist GX I stets ein GelI. Von Interesse sind also nur diejenigen
® = Gel[, fiir die die genannten G’, I"’ einen Durchschnitt mit mindestens
zwei Elementen habern. Ein einfaches Beispiel dieser Art bilden drei zyklische"
Gruppen G, I, &, wenn mindestens das eine von G, I" endlich ist und fiir
die Ordnungen dieser Gruppen O(®)= O(G)O(I"), (O(G), O(I")) > 1 gelten;
in der Tat ist dann &= GeI == G X I'. Ein weiteres Beispiel bilden drei
Gruppen G, I, ®, von denen & die (bis-auf [somorphie) eindeutig bestimmte
nichtkommutative elementare') Gruppe mit O(®)=p’ (p ungerade Primzahl),

G die (zyklische) Gruppe mit O(G)=p und I" die mchtzykhsche (Abelsche)
Gruppe mit O(I") = p* ist.

Fortan bezeichnen a, b, ¢ und «, 3, 7 beliebige Elemente insbesondere e
und ¢ das Einselement von G bzw. I

Die Bestimmung aller GeI” kann nach folgendem Satz geschehen:

1) Elementar nennt man eine Gruppe, wenn die Elemente auBer dem Einselement
von Primzahlordnung sind.
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Satz. Man nehme vier Funktionen

1) . @, «r(¢l), b, aP(€G)

von je‘ zwei Variabeln- mit: den- Eigenschaften T

2 === =, F=a=e" =g a =a,

3 o (@B =cg, (ab)’ =a’b",

@ T ="V, 3@y =d" 3", '
- (5) (@by @y =a"t", = (B () =g,

Jferner vier Funktionen

©) o(«)o(@ (€6), () s(@ (€G)

von je einer Variabel mit den Eigenschaften

a o(@d)=o(0)o(B),  s(eB)=o0(c)*®s(c)*Ps(3),

(®) o(@ab)e(@)=o(@)a(b), o(ab)*r(ab)’“"s(@")=a(ay ()" r(b), -

(9) 0 ((() 0'((1) . U(a) g(a"), g(a)o’(tv)s((‘)a(u)r(a) —_ (').(a):’ (af )r(a)g(aﬂ )S(“”)
und der weiteren Eigenschaft, daf die Abbildung

10) = - (8, @) = (a(a)*r(a)*“s(c), 0(0)0(“)) Coee
eine Permutatton aller Elemente -

1) " (a,@) . .
ist. Wird dann in der Menge dieser Elemente (11) die Multzpltkatlon
(12) _ (a, @) (b, 8) = (ab, a*«*B)

definiert, so enistehen (bis auf lsomorp/ue) eben die samtltchen gegenseitigen
Schreierschen Erweiterungen & von G und I

Es gilt auch die folgende:
Ergdnzung. In einer solchen Gruppe G bzlden dle Elemente (ll) mlt

13) o a==e bzws o(a)g(a)~"if~f
Je einen Normalteiler I'';G’ mit -
(149) G=G I'=I 6= r @z,
Dabei besteht der Durchschnitt y
(15) ‘- $=G'nI"
.aus denjenigen Elementen (e, «), fiir die
{(16) ' o) =¢

ist. (Diese « bilden nach (7) den Kern des Endomorphismus « — o(«) von /",
‘Dann und nur dann ist also & das direkte Produkt der Untergruppen G’, I,
wenn dieser-Endomorphismus ein Meromorphismus ist.)

Bemerkung. Unseren Satz kann man den Hauptsaiz der gegenseiti-
gen Schreierschen Gruppenerweiterungen nennen, da durch ihn das aufge-
worfene Problem in dhnlichem Sinne erledigt ist, wie auch das Problem der
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(gewohnlichen) Schreierschen Gruppenerweiterungen durch den bekannten
Schreierschen Hauptsatz gelost wurde. Nach unserem Satz scheint z. B. keine
schwierige Aufgabe zu sein die gegenseitigen Schreierschen Erweiterungen -
von zwei endlich erzeugbaren®) Abelschen Gruppen explicit anzugeben. Mit
diesem und weiteren Beispielen ‘mochten wir uns an anderer Stelle beschifti-
gen. — Obwohl unser Problem symmetrisch in G und. I" ist, so zeigen sich
doch in unserem Satz neben vielen Symmetrien auch gewisse Asymmetrien.
Es wire erwiinscht, die Losungen_in vollkommen symmetrischer Form anzu-
geben, was uns aber nicht gegIUth hat.

Beweis des Satzes. Wird in der Menge aller (11) eine Multlph-
kation :

an ' (a, «) (b, ,6’) = (ab, a'«"g)
definiert, wobei '

(18) . ‘ abab (€
irgendzwei Funktlonen mit den , Anfangsbedmgungen
(19) : === =

sind, so nennen wir nach REDEI®) die "entstandene (multiplikative) Struktur
ein Schreiersches Produkt von G und /" und bezeichnen dieses mit G-/
(Wegen (17), (19) hat G-I" das Einselement (e, ¢), braucht aber im allge-
meinen nicht assoziativ zu sein.) Mit Hilfe dieses Begriffs lasst sich nach
REDEI®) der erwahnte Schrexersche Hauptsatz in den folgenden zwei Satzen
formulieren: ‘

(A) Die unter den Schreierschen Produkten G- I vorkommenden Grup-
pen sind (von Isomorphie abgeschen) die sdmtlichen Schreierschen Erwei-
terungen Go I’ (von [” mit G). Und zwar bilden in jeder Gruppe G-I die
- Elemente (e, «) einen Normalteiler /™ mit den Eigenschaften*)

(20) I'"'=1I (e, ¢)—a), (G-INT"=G (a,8) " = a).
(B) Damit ein Schreiersches Produkt G-I" eine Gruppe ist, ist not-
wendig und hinreichend, daff

-(21) . (aB) =8,
(22) V(") ="V,
(23) ' (aby (@’) =a" ¥’
erfiillt sind. )

Dies alles wollen wir auch auf I,G statt G, I" anwenden. Zu diesem
Zweck muf vor allem gesagt werden, dafl nach obigem ein Schreiersches

2) Endlich erzeugbar nennen wir eine Gruppe mit endlich vielen Erzeugenden.

3) L. Reper, Die Anwendung des schiefen Produkies in der Gruppentheorie. journal
f. d. reine u. angew. Math., 188 (1950), 201-~227.

1) Mit S = §' (a — «’) bezeichnen ‘wir, daB « —'«’ eine isomorphe Abbildung der
Struktur. S auf die Struktur S’ ist. .
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Produkt I"- G aus den Elementen (¢, a) besteht, die néch der Regel

(24) (¢, a) (3, b) = (a3, «Pafb)
multipliziert werden, wobei

(25) af, a? (€Q)

zwei Funktionen sind, unterworfen den ,Anfangsbedingungen“
(26) F=t=e"=¢, a‘=aq.

Den Sitzen (A), (B) ahnlich gelten dann: - .
(A’) Die unter den Schreierschen Produkten /-G vorkommenden Grup-
pen sind (von Isomorphie abgesehen) die samtlichen Schreierschen Erweite-
rungen I"o G (von G mit I'). Und zwar bilden in jeder Gruppe I"-G die
Elemente (s, a) einen Normalteiler G, mit den Eigenschaften
27 = G (s, a)—a), (r-G)G,=T ((v,e)Go— ).
(B") Damnt ein Schreitrsches Produkt I"-G eine Gruppe ist, ist notwen—
dig- und’ hinreichend, daf

(28). (a b =a’b’,
(29) . ﬂy(aﬂ)Yzctpyﬁy,
(30) (eB)” ()Y = P8 ’
erfiillt sind.
Nach diesen Vorberentungen legen wir uns ein Schreiersches Produkt
31 ! =G I

vor. Dies besteht — wir wiederholen — aus den Elementen (a, «), die (nach
(17) d. h.) nach (12) multipliziert werden, wobei fiir die Funktionen a’, «®
((18) und (19) d. h.)) (1,) und (2,) vorausgesetzt sind.?) Nach den Sitzen (A),
(B) stimmen (bis auf Isomorphie) die simtlichen gegenseitigen Schreierschen
Erweiterungen GelI” von G und I" mit denjenigen Gruppen (31) iiberein, die
mit einem I'-G isomorph sind. Wir haben deshalb die Bedingungen aufzu-
stellen, damit (31) eine Gruppe und isomorph mit einem I'-G ist. Es wird
sich zeigen, daB das dann und nur dann der Fall ist, wenn es weitere sechs
Funktionen &f, a#, o(e), o(a), r(a), s(e) gibt, so dafl (1) bis (10) erfiillt sind.
Das wird eben die Richtigkeit unseres Satzes bedeuten.

. Damit (31) eine Gruppe ist, ist nach Satz (A) notwending und “hin-
reichend, daB ((21) bis (23) d. h.) (3)) bis (5,) erfiillt sind. Im tibrigen Teil
des Beweises diirfen wir also (mit den vorhererwdhnten (1,) (2,) zusammen)
(1)) bis (5,) voraussetzen — diese besagen eben, dafi & in (31)eine Gruppe
ist — und dann haben wir nur noch die notwendige und hinreichende Be-
dingung zu bestimmen, damit ein Isomorphismus

(32) NCERCH
5) Mit (1,) bis (9;) bzw. (15) bis (9,) bezeichnen wir die erste bzw. zweite Halfte
von (1) bis (9).
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gilt, wobei ®’ irgendein Schreiersches Produkt

33) & =1I-G
bezeichnet. :
Der Isomorphismus (32) bedeutet, daﬁ es zwei Funktionen
(34) ’ fla, )€ G, ¢a,e)el’
- gibt, so dal§
(35) (@, &) > (¢(a, ), f(a,e)) (fla,e)€CG,q(a, @) €T)

eine ein-eindeutige Abbildung der Menge aller (a, «) auf die Menge aller
(e, a) ist und die Homomorphieeigenschaft

(36) - (a, @) (0, ») = (9 (a, @), f(a, ) (¢(b, B), £(b, B))

gilt, wobei das Produkt links und rechts in der Gruppe & bzw. im Schreier-

schen Produkt & zu verstehien ist. :
Einerseits besagt (35) (wegen (34)), daf die Abbildung .

(37 (a, @) > (f(a, @), 9(a; )
eine Permutation der Elemente (11) ist.
: Andererseits besagt (36) wegen (17), (24), (35) das Bestehen von
(38) (q:(ab ata’), f(llb A a’B)) ==
== (g, @) (b, 8), ¢(a, )" " P f(a, )" P f(b, 8)),
wobei die (in die rechte Seite eingehenden) Funktionen} «#, a# die Bedingun-
gen ((25), (26) d. h.) (1) (2y) erfiillen (und sonst beliebig sind).

Umgekehrt, wenn (34), (37), (38), (1.), (2,) gelten, also die Isomorphie
(32) besteht, so muf (mit & zusammen auch) & eine Gruppe sein, woraus
nach Satz (B") folgt, dafi in diesem Fall notwendig auch ((21) bis (23) d. h.)
(3,) bis (5,) -gelten.

Nach diesen Uberlegungen diirfen wir also im folgenden (1) bis (5)
voraussefzen, und dann haben wir zu zeigen, daij die sdmtlichen Losungen
- (34) von (38) gerade die aus den Losungen (6) von (7) bis (9) entsprmgen-
den Funktionen

(39) fla, @)= -(f(a)"(“’r(a)"(').s(«) ¢(a, @) = o(a)o(«)

sind. (Dabei haben wir bcrucksnchtxgt dafl (37) fiir (39) eben in (10) iiber-
eht.

¢ )Statt (38) diirfen wir

(40) y(ab, a*e'3) = ¢(q, ({)(p(b, ,»)

(41 flab, @ @3) = g(a, """ f(a, &) " P f(b, 8)

schreiben,

Wein wir hier das Tripel 6, ¢, & durch das Tripel e, & « ersetzen, so
gewinnen wir
(4)) f((l, (,’) i ((7‘, ﬁ)rfl(u, ﬂ)f(”’ {:)l/)(r, (r)f(e, “)’
(43) (o, ) g (0, ) (e, ).
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Fithren wir also die Bezeichnungen
(44) 9(“) = (P(er “)! ”(a) = ¢(a: 8), r(a) =f(_a’ 8)1 S((t) =f(e’ (t)
ein, so folgt aus (34) das Bestehen von (6), ferner gehen (42), (43) wegen
(44) in (39) iiber.
Hiernach geniigt es folgendes zu zeigen: Unter der Annahme (1) bis.

(6) liefert (39) dann und nur dann eine Losung von (40), (41), wenn (7) bis
(9) gelten.

Gleich bemerken wir, da wegen (2) aus (40), (41) fir a=b=ce,
a = g= ¢ offenbar ¢(e, &) =¢, f(e,&) =e, d. h. nach (44)

- (45) o(e)=o0(e)=¢ r()=s()=ce
‘folgt.
Setzen wir nun (39) in (40) (41) ein:
(46) o(ab)o(a*g) = U(H)O(a)o(b)o(ﬂ)

@) o @b P r(aby P s(d ') —

— (o(a)p(a))ﬂb)e(ﬁ)(o(a)o (a)r(a)o(a)s (a»ﬂ(b)o(ﬂ)o(b)e (ﬂ)r(b)e g ®).

Nach obigem diirfen wir aiso (1) bis (6), ferner (45) annehmen, und dann

haben wir-nur zu zeigen, daB die Bedingungen (46), (47) dquivalent m1t (7
bis (9) sind.

Wegen (2), (45) gehen (46), (47) fira=b=e bzw. « =8=1¢ in (7)
bzw. (8) tiber. Wieder wegen (2), (45) gehen ferner dieselben Gleichungen
(46), (47) bei Ersetzung des Quadrupels a, b, e, 8 durch e, a, «, & eben in
(9) iiber. Deshalb geniigt es, wenn wir zeigen, daf umgekehrt aus (1) bis

(9)°) die Gleichungen (46), (47) folgen. Wir zengen sogar, daB (40) “47)
eine Folgerung aus (1) und (3) bis (9) ist.

Wegen (7,) geht die linke Seite von (46) in
o(ab)e(a’)e(e*)e(8)
tiber. Hierfiir schreibt sich nach (8,)
o(a)a(b)e(a’)e(8)-
Dies stimmt wegen (9,) in der Tat mit der rechten Seite von (46) iberein.
Der entsprechende Beweis fiir (47) wird viel miihsamer. Dabei werden
wir (1) und (6) (ohne Verweis) stets zu beriicksichtigen haben, ferner werden
wir mehrmals die aus (3,) bis (5;) folgende Gleichung
(48) , i ((pyaﬂyﬂy—'é(a ﬂ)v(aﬂ aﬁ)‘y

verwenden.

6) Die Glexchungen (45) braucht man dubei mcht zu beachten, die iibrigens auch
-schon aus (1) bis (9) folgen.



Gegenseitige Schreiersche Gruppenerweiterungen. = o 249

Nach (7,) und (7,) gélten'

e(@a’B) = o(a’)o(e*B),

s(a « ‘3) _ 9(0 )0('1 B) (a )e(a ﬁ)s(a }9)
- Werden diese in die linke Seite von (47) eingesetzt und wird (48) mit
g (ab), o(a), e(«*8), r(ab) statt e, 8, 7, a verwendet, so geht sie iiber in:

(O(G b)g(ab))" (“?’ﬁ)(g(a b)(’ (@®) r»(a b)9 ('lb))o(ahﬂ) S(Gh)o (ﬂfbﬂ) S((th}g). o

Dies ist wegen (8,), (3,) und (8,) gleich

(@(@)0 () “P (o (@) Vr(a) V() “P s(c's).
~ Durch nochmalige leichte Umformung nach (325 und (5,) gewinnen wir also °
fiir die linke Seite von (47) den Ausdruck:
(49) (@) P By P (r @) Or(8)) " Ps(< ).

Wird (5,) mit o(a), o(e), o(b)e(8) statt «, 8, 7 verwendet, so sieht man -
" nach (3;), daB sich die rechte Seite von (47) verwandeln 14t in:

(50) 0(0)9 (@)oo (ﬂ)p (a)a(b)o(ﬂ) (r(a)o (a)s(a))t'(b) 0 (ﬂ)o(b)o (ﬂ)r(b)o (ﬂ)s(p;).
Da nach (7,) und (9)) -
(51) ()9 («*8) = o(b)e(«")o(8) = e(«)a(b)e(8)
ist, so sind die ersten Faktoren in (49) und (50) ‘einander gleich., Hiernach
gilt fiir (47) die Umformung:
(52) o) PG @ OrB) P58 =
— g(a)v(b)g(ﬂ) (r(a)o(a)s(a))tr(b)0(ﬁ)“(b)o(ﬂ)r'(b)o(ﬂ)s(p))_
Die linke Seite la6t sich nach (3,) und (4,) leicht verwandeln in:
(53) . - r(a)ﬂ(b)g(abﬂ)o-(b)(' ("bﬂ)’-(b)o (abﬂ)S((tbﬂ)

Die rechte Seite von-(52) verwandelt 51ch nach (3,) unter Verwendung
von (4,) mit r(a), o(a), o(b)e(8) statt a, 8 v

’.(a)e (@)o(d)e B (a)v (b)(’(ﬁ)s(a)a(b)e(ﬂ) O.(b)o(ﬂ)r(b)o (ﬂ)s(ﬂ)'
Die ersten Faktoren hier und in (53) sind wegen (51) gleich; weshalb

(fiir .(52) also) fiir (47) die Umformung ,
oG PrB) " Ps(e'8) = o(e) PP s(a) PP a(b)° Pr(b)*® s(8)-

gilt. :
Wird links auf den letzten Faktor (7,) angewendet, so entsteht nach
Kiirzung durch‘ s():

(54) *a(b)f"“bﬂ’r(b)"(“b"’g(a”)"‘p)s(q")"(ﬂ)=g(a)""’"’"”s(a)"")"(ﬂ)o(b)"(”)r(b)"‘ﬂ) :

o

A 17
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Aus (48) folgen
(I(b)g (a®) e(ﬂ)r(b)o(a")e(ﬂ)g(("')o B __ (a(b)g (“b))o 'ﬂ)((}(b)g (“")r(b)Q (d"))!’ |ﬁ)‘
o(«) " Ps(@)" " Pa(b)'? = (e() 3 (0)) P (e ()" () ).
Da ferner nach (7,) o(«*8) = o(e®)o(8) ist, so folgt aus diesen und _dus (54)
(@(b)o (")) ((B) r (b)) "0 (P =
= (0()a )P (e(«)" "'s(e)” ") P r(b)®.

Wegen (9)) sind beiderseits die ersten Faktoren gleich, weshalb sie sich
streichen lassen. Wird in der iibriggebliebenen Gleichung a statt & geschrie-
ben, so hat man nach (3,) eben die ¢(3)-te Potenz von (9,) vor sich. Das
beweist den Satz. 4 , .

Wir haben noch die Ergdnzung des Satzes zu beweisen. Vor allem gilt
nach (A): .
(55) r=r, G/I =dqa.
Ferner haben wir im Beweis des -Satzes gesehen, daf die Gruppe & durch
(35) iisomorph auf eine Gruppe /-G abgebildet wird. Fiir diese gilt nach
Satz (A"): :
(56) Go = G, (11' G)/Go = IY, )
wobei G, der aus den Elementen (s, a) bestehende Normalteiler von I"- G ist.

Bei der isomorphen Abbildung (35) bilden also. die Urbilder der Elemente
(¢, a) einen Normalteiler G, von &, wofiir

(57) G.=G, 6/G=I
gelten. Wegen (35) besteht G, aus denjenigen’ (g, ), fiir die
p(a, ¢)=¢

gilt. Diese Bedingung stimmt nach (39,) mit -
a(a)o(a) ==&

iiberein. Somlt ist G, = G’, weshalb (55), (57) eben die Richtigkeit von (14)
besagen.

Ferner ist klar, daﬁ 4 in (15) aus den (e, @) m1t
(58) o(e)o(a) =¢
besteht. Da aber aus (2)), (7,), (8) o(¥) =o0(e) =¢ folgt, (was wir iibrigens
auch aus (45,) wissen), so stimmt (58) mit (16) iiberein. Das beweist die
Ergdnzung des Satzes.

Bemerkung bei der Korrektur. Die Verfasser beabsichtigen sich mit dem
entsprechenden Problem der gegenseitigen Ringerweiterungen andermal zu
beschaftigen.

(Eingegangen am 10. Juli 1954,



