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A csoport- és gyűrűelmélet kezdeti stádiumában a két elmélet alapijai egymástól 
függetlenül jöttek létre. Később azonban a meglevő eredmények között számos 
analógiát fedeztek fel. Elegendő példaként említeni a csoport normálosztójának, 
illetve a gyűrű ideáljának a fogalmát. A két elmélet későbbi fejlődésében jelentős 
szerepük volt azoknak a vizsgálatoknak, amelyek az egyik elméletben meglevő 
fogalmaknak és eredményeknek a másik elméletre való átvitele, az analógiák meg-
keresése révén születtek. Ilyen példák: a gyűrűelméletben igen fontos szerepet be-
töltő radikálfogalomnak a csoportokra való átvitele; a csoportelméletben hasznos 
holomorf fogalmának gyűrűelméleti megfelelője. Az is előfordul, hogy az analóg 
fogalmak nem azonos szerepet játszanak a két elméletben, például a centrum fogalma. 
Az analóg fogalmakra vonatkozó tételek némelyike csak az egyik elméletben fogal-
mazható meg. 

Az alábbiakban a csoportelméletben jelentős szerepet betöltő kvázinormái-
osztó fogalmának egy gyűrűelméleti analogonját vezetjük be. 

A csoportelméletben a G csoport -Hlt H2 részcsoportját permutálhatónak neve-
zik, ha 

Hí U H,z = H1H2 = H2 Hl 

teljesül, ahol Hx U H2 a Hlf H2 részcsoportok által generált részcsoportot jelenti [4]. 
Ez más szóval azt jelenti, hogy a Hx U H2 minden eleme felírható /^-beli és H2-beli, 
illetve H2-beli és Hybeli elemek szorzataként. 

A G csoportot faktorizálhatónak nevezik, ha C-nek van olyan Hl, H2 rész-
csoportja, hogy G — H^H2 = H2HX. Ezeket a csoportokat ŐRE [1] után többek között 
SZÉP [6, 7] és RÉDEI [2] vizsgálta. 

SZÉP a faktorizálható csoportok gyűrűelméleti analogonjaként bevezette a követ-
kezőt [8]: Az R gyűrűt szétszedhetőnck nevezte, ha van olyan Rx és R2 részgyűrűje 
.R-nek, amelyre teljesül a következő: 

R+=R];+R2
+, R1HR2 = 0, 

ahol a betű jobb felső részén levő „ + " jel az illető gyűrű modulusát jelenti. 
Megjegyezzük, hogy az előbbi fogalom bevezethető úgy is, hogy elhagyjuk az 

R, FI /?2 = 0 kikötést (SZENDREI [5]). 
A permutálható részcsoportok analogonjaként bevezethető a következő de-

finíció: 
Az R gyűrű Rx, R2 részgyűrűjét összeadhatónak nevezzük, ha 

(R1{JR2)+=RÍ;+R2
+, 

ahol R1U R2 jelenti az R1, R2 részgyűrűk által generált részgyűrűt. 
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A fenti definíciókból következik, hogy a G csoport tetszőleges normálosztója 
a G csoport bármely részcsoportjával permutálható, s az R gyűrű tetszőleges ideálja 
az R gyűrű bármely részgyűrűjével összeadható. 

Csoportok esetén ismert a következő állítás [4]: 

Ha Nl és H2 permutálható részcsoportjai G-nek, és K tetszőleges olyan rész-
csoportja G-nek, amelyre akkor teljesül a 

(Hl U H2) C\K=H1U (H2 fi K) 
moduláris azonosság. 

Ennek az állításnak gyűrűelméleti analogonja a következő: 

Ha R1 és R2 összeadható részgyűrűi R-nek, és S tetszőleges olyan részgyűrűje 
R-nek, amelyre akkor teljesül az 

Ufl2)n5 = ^U (R2 D S) 
moduláris azonosság. 

Ezt az állítást a következőképpen láthatjuk be. A bal oldal nyilvánvalóan 
tartalmazza a jobb oldalt, mivel ez a tartalmazási reláció minden hálóra teljesül. 
A fordított irányú tartalmazást így láthatjuk be: Legyen u eleme a bal oldalnak. 
Ekkor u 6 Ri U R2 és u € S. A feltevés miatt 

u = rx + r2 (r1£R1, r2<íR2), 
továbbá miatt 

u — r1 = r2£S. 
Ennélfogva r2 £ R2 Pl S, ahonnan 

M = r 1 - | - r 2 e i ? i U ( i ? 2 n 5 ) . 

Ez éppen azt jelenti, hogy a fenti azonosság jobb oldala tartalmazza a bal oldalt. 
A kétoldali tartalmazásból következik a moduláris azonosság fennállása. 

A fenti állításokból következik, hogy egy csoport normálosztóinak halmaza 
moduláris hálót alkot, s egy gyűrű ideáljainak halmaza szintén moduláris hálót alkot. 

A kvázinormálosztó fogalmát — amit ORE [1] vezetett be — a következőképpen 
definiálhatjuk: 

A G csoportnak egy P részcsoportját kvázinormálosztónak nevezik, ha P 
a G minden részcsoportjával permutálható. 

A kvázinormálosztónak megfelelő gyűrűelméleti fogalmat a következő definíció-
val adjuk meg: 

Az R gyűrűnek egy Q részgyűrűjét q-ideálnak nevezzük, ha Q az R minden rész-
gyűrűjével összeadható. 

Nyilvánvaló, hogy — amint minden normálosztó kvázinormálosztó, úgy — 
minden ideál qr-ideál. 

Példák olyan g-ideálokra, amelyek nem ideálok: 
Egy tetszőleges (nem egységelemes) gyűrűnek az egész számok gyűrűjével 

való egységelemes bővítésében az egész számok gyűrűje g-ideál. 
A p" (n ̂ 4 ) elemű véges test minden nem triviális részteste ^-ideál. 
Ez utóbbi példa érdekessége az is, hogy a q-ideál az ideálnak olyan általánosítása, 

amely testek esetén nem csupán a triviális részstruktúrák valamelyike lehet. 
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Megjegyezzük, hogy STEINFELD [3] a kvázinormálosztónak egy másik gyűrű-
elméleti analogonját vezette be a következő módon: 

Az R gyűrűnek egy M modulusát kváziideálnak nevezzük, ha 

RM Pl MR M 
teljesül. 

A kváziideál fogalma is az ideál fogalmának az általánosítása, sőt az egyoldali 
ideál fogalmának is. A STEINFELD-féle kváziideál és a most bevezetett ^-ideál lénye-
gesen különbözik egymástól, amint ezt a következő példa is mutatja: Legyen E2 az 
egész számok gyűrűje feletti 2X2 típusú teljes mátrixgyűrű. £2-ben az 

alakú mátrixok M halmaza STEiNFELD-féle kváziideált alkot. Jelölje К a 

alakú mátrixok gyűrűjét Z^-ben. Az M Ö K részgyűrűnek /?a nyilvánvalóan eleme, 
azonban + K+. Tehát az M kváziideál nem ^-ideál ¿2-ben. ' 

A bevezetett ^-ideálra — bár a kvázinormálosztónak megfelelő gyűrűelméleti 
fogalom — nem minden kvázinormálosztóra vonatkozó tétel vihető át. Annak az 
állításnak a megfelelője, amely szerint a G csoport egy maximális kvázinormál-
osztója normálosztó, nem igaz, amint ezt az egységelemes gyűrűbővítésnél a faktor-
gyűrű (a fenti példánál az egész számok gyűrűje) mutatja. 
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ОДНО ИЗ ОБОБЩЕНИЙ ПОНЯТИЯ ИДЕАЛА 
Я. Сендреи 

Подкольца Ru R2 (ассоциативного) кольца R называются слагаемыми, если (Ri и R2) + = 
= R,' I.' _/?2

+, где /?! и Т?2 означает подкольцо, производное путём Rlt /?2- Если У?ь является 
слагаемым подкольцом, 5( Э R,) же является любым подкольцом, то осуществляется модул-
ярное тождество (7?! и Я2) п 5=7?, и (Д2 n S). Из этого вытекает, что структура идеалов кольца 
R модулярна. Подкольцо Q кольца R называется <?-идеал, если складывается со всеми под-
кольцами R. Очевидно, что все идеалы являются ^-идеалами. Понятие ¿/-идеала является 
аналогом введённого ORE [1] понятия квазинормалделителя в теории колец. Интересный 
пример: В поле GALOIS GF (рп) (иё4) все не тривиальные подполя являются ^-идеалами. 
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EINE VERALLGEMEINERUNG DES IDEALBEGRIFFS 
V o n 

J. Szendrei 

Die Unterringe Rlt R2 eines (assoziativen) Ringes werden additivbar genannt, wenn 
(Ä!UÄ2)+ = Ä1

+ + Ä2
+, wobei U R2 den durch R1, R2 erzeugten Unterring bezeichnet. Für addi-

tivbaren Unterringe Rl3 /?2 und für einen beliebigen Unterring S (g/?,) gilt die Modularidentität 

.(/?! U R2) n 5 = Rl U (Ä? n S), 

woraus der folgende bekannte Satz folgt: Der Verband der Ideale von R ist modular. Ein Unterring 
Q von R wird ein <?-Ideal genannt, wenn Q zu jedem Unterring von R additivbar ist. Es ist klar, dass 
jedes Ideal in R ein q-Ieeal ist. Der Begriff des q-Ideals ist ein ringtheoretisches Analogon des Beg-
riffs des Quasinormalteilers in der Gruppentheorie, der von ORE [1] eingeführt wurde. Ein interessantes 
Beispiel: In einem Galoisfeld GF(pn) («g 4) ist jeder nicht-triviale Unterkörper ein ¡/-Ideal. 
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