AZ IDEAL FOGALMANAK EGY ALTALANOSITASAROL
frta: SZENDREI JANOS

A csoport- €s gylriielmélet kezdeti stddiumédban a két elmélet alapjai egymdstdl
fiiggetleniil jottek létre. KésObb azonban a meglevé eredmények kozott szamos
analdgidt fedeztek fel. ElegendS példaként emliteni a csoport normdlosztéjdnak,
illetve a gy(rii idedljdnak a fogalmdt. A két elmélet kés6bbi fejlédésében jelentés
szerepiik volt azoknak a vizsgdlatoknak, amelyek az egyik elméletben meglev$
fogalmaknak és eredményeknek a mdsik elméletre vald dtvitele, az analdgidk meg-
keresése révén sziilettek. Ilyen példdak: a gy(lriielméletben igen fontos szerepet be-
tolté radikdlfogalomnak a csoportokra vald dtvitele; a csoportelméletben hasznos
holomorf fogalmdnak gylirelméleti megfelelSje. Az is eldfordul, hogy az analdg
fogalmak nem azonos szerepet jatszanak a két elméletben, példdul a centrum fogalma.
Az analdg fogalmakra vonatkozé tételek némelyike csak az egyik elméletben fogal-
mazhatd meg.

Az aldbbiakban a csoportelméletben jelentds szerepet bet6ité kvdzinormadi-
oszté fogalmanak egy gylriiclméleti analogonjdt vezetjik be.

A csoportelméletben a G csoport-H,, H, részcsoportjat permutdlhatonak neve-
zik, ha '
H,UH,=H,H,=H,H, A
teljesiil, ahol H,\U H, a H,, H, részcsoportok dltal generdlt részcsoportot jelenti [4].
Ez mds szdval azt jelenti, hogy a H, U H, minden eleme felirhaté H;-beli és Hy-beli,
illetve H,-beli és- H,-beli elemek szorzataként.

A G csoportot faktorizdlhatonak nevezik, ha G-nek van olyan H,, H, rész-
csoportja, hogy G = H, H,= H, H,. Ezeket a csoportokat ORE [1] utdn tobbek kozott
Szgép [6, 7] és REDE [2] vizsgdlta.

Szf£p a faktorizdlhatd csoportok gy(irlielméleti analogonjaként bevezette a kovet-
kezdt [8]: Az R gylrlit szétszedhetonek nevezte, ha van olyan R, és R, részgyiirQije
R-nek, amelyre teljesiil a kovetkezd:

R*=R} +R;, R,NR,=0,

ahol a betii jobb felsé részén levé ,, + ” jel az illetd gyliri modulusdt jelenti.

Megjegyezziik, hogy az eldbbi fogalom bevezethetd ugy is, hogy elhagyjuk az
RN R,=0 kikotést (SZENDREI [5]).

A permutdlhatd részcsoportok analogonjaként bevezethetS a kovetkezd de-
finicid:

Az R gylrii R,, R, részgy(ir(ijét dsszeadhatonak nevezzik, ha

(R\URy)* =R{ + RS,

ahol R, UR, jelenti az R;, R, részgyliriik dltal generdlt részgytrfit.
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A fenti definiciokbol kovetkezik, hogy a G csoport tetszleges normdlosztdja
a G csoport barmely részcsoportjdval permutdlhatd, s az R gy(irii tetszGleges idedlja
az R gyiirii bairmely részgyfir{ijével Osszeadhatd.

Csoportok esetén ismert a kovetkezd dllitas [4]:

Ha H, és H, permutdlhatoé részcsoportjai G-nek, és K tetszéleges olyan rész-
csoportja G-nek, amelyre K2 H,, akkor teljesiil a

(HHUH,)NK=H,U(H,NK)
moduldris azonossdg.

Ennek az 4llitdsnak gydriielméleti analogonja a kovetkezd:

Ha R, és R, dsszeadhato részgyiiriii R-nek, és S tetszbleges olyan részgyiiriije
R-nek, amelyre S2R,, akkor teljesiil az

(R,UR)NS=R,U(R,NS)

moduldris azonossdg.

Ezt az dllitdst a kovetkezOképpen ldathatjuk be. A bal oldal nyilvdnvaléan
tartalmazza a jobb oldalt, mivel ez a tartalmazdsi reldcié minden haldra teljesiil.
A forditott irdnyd tartalmazdst igy ldthatjuk be: Legyen u eleme a bal oldalnak.
Ekkor u€ R{UR, és u€ S. A feltevés miatt

. u=ry+r, (n€R,, r,€Ry),
tovdbba S2 R, miatt
. u—r,=ry€S.
Ennélfogva r,€ R,/ S, ahonnan

u=ry+r, ¢ RLUR,NS).

Ez éppen azt jelenti, hogy a fenti azonossdg jobb oldala tartalmazza a bal oldalt.
A kétoldali tartalmazdsbol kovetkezik a moduldris azonossdg fenndlldsa.

A fenti allitdsokbdl kovetkezik, hogy egy csoport normdlosztdinak halmaza
moduldris hdlot alkot, s egy gyiirt idedljainak halmaza szintén moduldris hdlét alkot.
* A kvazinormaloszté fogalmdt — amit ORE [1] vezetett be — a kdvetkez6képpen
definidlhatjuk:

A G csoportnak egy P részcsoportjit kvdzinormdloszténak nevezik, ha P
a G minden részcsoportjdval permutdlhato.

A kvdzinormdlosztonak megfeleld gyirlielméleti fogalmat a kdvetkezd definicio-
val adjuk meg:

Az R gyiiriinek egy Q részgyiiriijét q-idedlnak nevezziik, ha Q az R minden rész-
gyiirijével dsszeadhato.

Nyilvdnvalé, hogy — amint minden normiloszté kvdzinormdlosztd, dgy —
minden idedl g-idedl.

Példdk olyan g-idedlokra, amelyek nem idedlok:

Egy tetszbleges (nem egysegelemes) gyurunek az egész szdmok gyurujevel
vald egységelemes bovitésében az egész szamok gyliriije-g-idedl.

A p" (n=4) elemii véges test minden nem trividlis részteste g-idedl.

Ez utébbi példa érdekessége azis, hogy a g-idedl az idedlnak olyan dltaldnositdsa,
amely testek esetén nem csupdn a trividlis részstrukturdk valamelyike lehet.
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Megjegyezziik, hogy STEINFELD [3] a kvdzinormdlosztonak egy mdsik gytird-
elméleti analogonjdt vezette be a kdvetkezd mddon:

Az R gylirlinek egy M modulusat kvdziidedlnak nevezziik, ha
RMNMREM
teljesiil. .

A kvidziidedl fogalma is az idedl fogalmdnak az dltaldnositdsa, s6t az egyoldali
ided] fogalmdnak is. A STEINFELD-féle kvdziidedl és a most bevezetett g-idedl 1énye-
.gesen kiilonbozik egymdstol, amint ezt a kovetkezd példa is mutatja: Legyen E, az
egész szdmok gyliriije feletti 2 X2 tipusu teljes mdtrixgy(irii. E,-ben az

_ (0 a
*=10 o
alakt mdtrixok M halmaza STEINFELD-féle kvdziidedlt alkot. Jeltlje K a
b 0
= o)

alakt mdtrixok gy(ir{ijét E,-ben. Az M U K részgylirinek fa nyilvdnvaldan eleme,
azonban Pou¢ M+ + K+. Tehdt az M kvdziidedl nem g-idedl E,-ben.

A bevezetett g-idedlra — bdr a kvdzinormdlosztonak megfeleld gyiirtielméleti
fogalom -— nem minden kvdzinormalosztora vonatkozd tétel vihet6 4t. Annak az
dllitdésnak a megfeleléje, amely szerint a G csoport egy maximdlis kvdzinormal-
osztoja normadlosztd, nem igaz, amint ezt az egységelemes gyiir{ibdvitésnél a faktor-
gyiri (a fenti példdndl az egész szamok gyiriije) mutatja.
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OJHO U3 OBOBMEHUN TIOHATUSA WAEAJIA
A. Cenopeu

TMoaxonena R;, R, (acCOMATHBHOIO) KOJIbLA R HAa3bIBAKOTCA CilaraeMbiMH, eciid (R, U R,)* =
=R} URS, rue R,UR, 03HAaYa€T MOAKOJBLO, IPOU3BOAHOE NYTEM R;, R,. Ecin R,, R, aBnsieTca
¢naraeéMbIM MOAKOJTELOM, S(2 R;) Ke sABIAETCS JIFOOBIM ITOAKOIBLOM, TO OCYNIECTBISETCS MOAYII-
spHOe TOKAECTBO (R, U R) N.S=R, U (RN S). U3 310T0 BEITEKAET, YTO CTPYKTYpPa HAEAJIOB KOJIbLia
R mopynspna. IToakonsuo Q xosibua R Ha3bIBaeTCs g-uiieal, €CJM CKIAAbIBACTCS CO BCEMH IOI-
xomplamMd R. OYeBHAHO, YTO BCE WAEANHI SBIMIIOTCA g-HAcaaMu. IIOHATHE g-HOeana ABIACTCA
aHajoroM BBeAEHHOro ORE [1] TIOHATHs KBa3MHOPMAJAETUTENSA B TeOpUH Xoused. MHTepecHEIH
npumep: B none Garois GF (pv) (n=4) Bce He TpHBHAJILHBIC IOATIONS ABIAIOTCA ¢-HACaJlaMH,
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EINE VERALLGEMEINERUNG DES IDEALBEGRIFFS
Von
J. Szendrei

Die Unterringe R,, R, eines (assoziativen) Ringes werden additivbar genannt, wenn
(R,UR,)* =R} + R}, wobei R,UR, den durch R,, R, erzeugten Unterring bezeichnet. Fiir addi-
tivbaren Unterringe R,, R, und fir einen beliebigen Unterring S (2 R,) gilt die Modularidentitit

(RUR)INS = RIU(RgnS),

woraus der folgende bekannte Satz folgt: Der Verband der Ideale von R ist modular. Ein Unterring

Q von R wird ein g-Ideal genannt, wenn Q zu jedem Unterring von R additivbar ist. Es ist klar, dass™
jedes Ideal in R ein g-Teeal ist. Der Begriff des g-Ideals ist ein ringtheoretisches Analogon des Beg-

riffs des Quasinormalteilers in der Gruppentheorie, der von ORE [1] eingefiihrt wurde. Ein interessantes

Beispiel: In einem Galoisfeld GF (pn) (n=4) ist jeder nicht-triviale Unterkorper ein g-Ideal.
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